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Aufgabe 1: Losen Sie die Differentialgleichung

i) = 1

fiir £ > 1 mit dem Anfangswert y(1) = 1.

LOSuUNG: Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung einer Differentialgleichung
der Form

y(t) = at)y(t)
mit Anfangswert yo = y(to) gegeben ist durch

Y1) = exp ( /t:a(s) ds) o,

In unseren Fall ist a(t) = %, so dass wir als Losung fiir unsere Differentialgleichung

y(t) = exp</1t§ds) 1

= exp(lnt—1In1l)
— 6lnt

= 1
erhalten.

Alternativ: Diese Aufgabe ldsst sich auch durch Separation der Variablen 16sen.

Aufgabe 2: Betrachten Sie die Differentialgleichung

Berechnen Sie y(2) unter Verwendung des Eulerschen Polygonzugver-
fahrens und des Cauchy-Euler-Verfahrens, jeweils mit Schrittweiten 7 =
1,3, 1 (mit Hilfe eines Taschenrechners).

Geben Sie die Losung der Differentialgleichung an und vergleichen Sie
den exakten Wert von y(2) mit den zuvor errechneten. Wie verhélt sich
die Grofle des Fehler in Abhéngigkeit der Schrittweite fiir die beiden

Verfahren?

LOsSuNG: Das Eulersche Polygonzugverfahren ist gegeben durch:
Yirr = Yi + 7 f (ti, i) -
Da f(t;,y;) = yi, gilt hier also

Yirr =Y + 7Y% & Y =1+ 7)Y



Mit yg = 1 und einer festen Schrittweite 7 folgt:
WP (r) = (14 7)"
Fiir das Cauchy-Euler-Verfahren
Ti
Yirk = Yit Ef(tm Yi)
Ti
Yitr = Yit+Tf <ti + 9 yi+%)
folgt

Yirl = ?/H‘E%'

Yir1r = Yit Tiliyl
Nach Einsetzen also

Ti
Yiel =Y T 75 <yi + 5%)

und mit yo = 1 und einer festen Schrittweite 7:

\"
yE () = <1 +7+ 5)

Die Losung der Differentialgleichung ist y(t) = e!. Somit ist y(2) = e ~ 7.3891.

T n g (1) [ 4an (1) |yt (1) — €] | 1y (7) — €|
1| 2] 4 6.25 3.3891 1.1391
$ | 45.0625 | 6.9729 2.3266 0.4162
T 81]5.9605 | 7.2622 1.4286 0.1268
5 | 16 | 6.5833 | 7.3541 0.8058 0.0350
7= | 32| 6.9587 | 7.3799 0.4304 0.0092
3 | 64| 7.1663 | 7.3867 0.2228 0.0023

Zunachst fallt der generell kleinere Fehler bei Verwendung des Cauchy-Euler-
Verfahrens auf. Des Weiteren fiihrt eine Halbierung der Schrittweite beim Cauchy-
Euler-Verfahren im letzten Schritt zu einer Viertelung des Fehlers (genauer ist der
Quotient aus dem Fehler fir 7 = 5 und dem fiir 7 = $ 0.25). Bei Verwendung
des Eulerschen Polygonzugverfahrens ist die Abnahme nur halb so grofi (Quotient
0.53). Darin spiegelt sich die Tatsache wider, dass das Cauchy-Euler-Verfahren ein
Verfahren 2. Ordnung ist, wéhrend das Eulersche Polygonzugverfahren nur Ordnung

1 besitzt.



