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Aufgabe 1. (Drei-Term—Rekursion)
Sei zu festem j € Ny jeweils die Drei-Term—Rekursion
ik = Ak Gjk—1 Ok gjx—2+ ik, k=77+1,7+2,...

mit den Startwerten
9jj—2 = 9jj-1 =0

gegeben. Dabei seien ay, by, € R fest und

1 j=k
5_/.k: . .
0 j#k

Zeigen Sie: Fiir die inhomogene Drei—Term—Rekursion
Pr=arpr—1+brprotck, k=123,...

mit den Startwerten
po =c¢o, p-1 =0
gilt die Darstellung

k
Pr= cigik k=01,2,....
j=0
(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Orthonormalpolynome und Drei-Term-Rekursion)

Es sei fiir Funktionen f,g: [a,b] — R das Integral

b
() i= [ wlo)f(@g(o)is

mit Gewichtsfunktion w : (a,b) — R*, und a < b gegeben.! Weiterhin sei

k-1

I = {ck.:vk+ck,1x +4..+01$+CU}

der Raum der Polynome vom Grad kleiner oder gleich k mit Koeffizienten c; € R.
Die Elemente einer Folge von Polynomen {P:}; C II; vom exakten? Grad k heifien
Orthonormalpolynome iiber [a, b] beziiglich der Gewichtsfunktion w, falls gilt

1 i=73
1(f,g) ist ein Skalarprodukt auf Cla,b]. Fiir alle f, g, h € C[a,b], s € R gilt insbesondere:

(f.9) =9, £), (f + 9,h) = (f, 1) + (g, h), (sf, 9) = s{f, 9), (£, f) 2 0und (f,f) =0 & f =0.
2 Exakt Grad k heiBt fiir p € IIx, daB ¢, # 0.

(P, Pj) = bij = {

Dann kann man auch fiir jedes p € IIj, eindeutige Koeffizienten v; € R finden, so dafl
k

=20k

Zeigen Sie:

Die Folge von Orthonormalpolynomen {P;} C IIj, erfiillt die Drei-Term—Rekursion

Q41 P7H»1(l') = («L - ﬂn) Pn(«L) — Qn Pnfl(x)v n=12,...
Qp = <‘E ‘P’lflv Pn>7 BTL = <£17 PTM‘PIL>

-1
\/.f:w(z) dx

Hinweis: Sie kénnen verwenden, dass jedes p € II,, 1| mit eindeutigen Koeffizienten v; € R
geschrieben werden kann als p = 3707 Pj + 1 - oFy.

mit den Startwerten P_1 =0, Py =

(10 Punkte)
Aufgabe 3. (Matrixmultiplikation)

a) Seien n € N und A4, B € R"*" Matrizen

ail a2 ... ain bi1 biz ... bin
A <021 a2 ... a27\> B bar bao ... ban

Gnl Gn2 - Gnn bu1 bn2 o bpn

Das Matrixprodukt C' = AB, (C € R™"*") kann mittels der gewthnlichen Summen-
formel berechnet werden:

c11 ciz Cin n
21 €22 ... Can

C= e , G = g Qikbyj- (1)
Cnl Cn2 - Cnn k=1

Bestimmen Sie, wie viele elementare Additionen und Multiplikationen reeller Zahlen
zur Berechnung des Produkts C' = AB mit der gewthnlichen Summenformel (1)
notwendig sind. Driicken Sie die benétigte Zeit fiir die Matrixmultiplikation mit Hilfe
der ,,gro O Notation“ aus der Vorlesung aus.

b) Sei nun n eine Zweierpotenz, also n = 2™ mit m € N. Dann kann das Matrixprodukt
C' = AB von Matrizen A, B € R™*" mit Hilfe kleinerer Matrizen geschrieben werden:
Zerlege A und B in jeweils vier § x §-Matrizen

AH Alg > ( By DBio )
A= , B= .
< Ag Ago Bo1 B
Analog zur gewohnlichen Summenformel (1) gilt dann:

C— < A A > ( Bi1 Bio > _ < A11Bi1 + A12Ba1 A11Bi2 + A12Bao >
Ag Ag Ba1 Bao A1 By + A2 By A9 Bia + ABay )

Alternativ schlug Strassen? folgendes Verfahren vor: Berechne die sieben Hilfspro-
dukte

Py = (A11 + A)(B11 + B), P5 = (A11 + A12)Bay,
Py = (A21 + A2) B, Ps = (A21 — A11)(Bu1 + Bia),
P3 = A11(Bi2 — B), Pr = (A1p — A)(Ba1 + Ba),

Py = Agy(Ba1 — Bu1).

Dann gilt
C=<A11 A12><Bn 312>:<P1+P4—P5+P7 P;+ P >
Az Az By Bz P+ Py P+P-P+F )

4V. Strassen, Gaussian elimination is not optimal, Numerische Mathematik, 13:354-356 (1969).
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Damit reduziert sich die Zahl der Multiplikationen von § x §-Matrizen von acht auf

sieben gegeniiber dem naiven Verfahren, wéhrend die Zahl der Additionen gestiegen
ist. Dieses Verfahren wird nun rekursiv zur Berechnung der sieben kleineren Produkte
angewandt. Zeigen Sie, dass die benétige Zeit T'(n) fiir die Multiplikation zweier n x n-
Matrizen der Rekurrenzrelation

T(n) = 7T (%) + gn2 T(1) =1 )

geniigt. Entsprechend Satz 4.12. (Master-Theorem) aus der Vorlesung folgt damit,
dass die Matrixmultiplikation nach Strassen die Komplexitit O(n'°827) a2 O(n?807)
besitzt. Verifizieren Sie dies, indem Sie per Induktion zeigen, dass

m—1
T(Qm) —7m 4 g Z 7i22m72i
i=0

und folgern Sie daraus die Komplexitit O(n!°827) ~ O(n287),

Zeigen Sie, dass O(n?) eine untere Schranke fiir die Komplexitit der Matrixmultipli-
kation ist.
(10 Punkte)

Programmieraufgabe 2. (Merge—Sort)
Implementieren Sie den Merge-Sort—Algorithmus aus der Vorlesung in C oder C++. Als

Eingabe sollen Arrays des Types signed int akzeptiert werden. Folgende Anforderun-
gen soll Thr Programm erfiillen:

1. Vor jedem Divide-Schritten soll das Array ausgegeben werden, um Ergebnisse
leichter zu verifizieren.

2. Das Programm soll beliebige Arrays von n = 2 Zahlen, k € N, sortieren kénnen.
Beliebige n € N ist praxisrelevanter, aber nicht gefordert.

3. Die Laufzeitanforderungen diirfen nicht gréfer als O(nlogn) sein. Dasselbe gilt
auch fiir den Speicherverbrauch.

Wenden Sie Ihre Implementierung auf die Zahlenfolge
503 087 512 061 908 170 897 275 653 426 154 509 612 677 765 703
an. (10 Punkte)

Hinweise:

e Um beliebig grofie Arrays zu speichern, benétigt man dynamische Speicherverwal-
tung. Auf der Vorlesungswebseite unter

http://wissrech.ins.uni-bonn.de/teaching/algmath/ws09_i

finden Sie erlduterte Beispiele, wie dies in C mit calloc() und free() bzw. in C++
mit vector durchgefithrt werden kann.

e Es ist mdoglich, Merge-Sort mit lediglich 2 Arrays mit jeweils Grofie n durch-
zufiihren. Tatséchlich geht es sogar mit noch weniger. Freiwillige konnen sich gerne
daran versuchen.

Achtung: Die Punkte fiir die Programmieraufgabe werden gesondert gezihlt!

Die Programmieraufgaben werden im CIP-Pool (Wegelerstrafie 6, Raum E02) abgege-
ben. Beziiglich des konkreten Termines der Abgabe der Programmieraufgabe héngen in
der Woche vom 23.11.-27.11.2009 im CIP-Pool Listen aus. Siche dazu auch die Vorle-
sungshomepage http://wissrech.ins.uni-bonn.de/teaching/algmath/ws09_i.

Abgabe innerhalb der Woche 30.11.—4.12.2009 im CIP-Pool




