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Aufgabe 1. (Bernsteinpolynome I)

Mit Hilfe der Bernsteinpolynome

Bn
i (x) :=

(
n

i

)
xi(1− x)n−i, n ∈ N, i = 0, . . . , n,

sei für f : [0, 1]→ R und n ∈ N der Operator Bn definiert durch

(Bnf)(x) :=

n∑
i=0

f
( i
n

)
Bn
i (x), x ∈ [0, 1].

Zeige: Für fj(x) := xj gilt

(Bnf0)(x) = 1, (Bnf1)(x) = x, (Bnf2)(x) =
x

n
+
n− 1

n
x2.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Bernsteinpolynome II)

Zeige:

a) Es gilt
n∑
i=0

(i− nx)2Bn
i (x) = nx(1− x), x ∈ [0, 1].

b) Es gilt für jedes δ > 0

n∑
i=0

|i/n−x|≥δ

Bn
i (x) ≤ 1

4nδ2
, x ∈ [0, 1].

c) Es sei f stetig auf [0, 1]. Dann existiert zu jedem ε > 0 ein n ∈ N mit

sup
x∈[0,1]

|f(x)− (Bnf)(x)| < ε.

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Ableiten von B-Splines)

Es sei (ti)i∈Z eine Knotenfolge mit ti+1 > ti für alle i. Zeige für k ≥ 2:

B′i,k(x) =
k

ti+k − ti
Bi,k−1(x)− k

ti+k+1 − ti+1
Bi+1,k−1(x).

Hinweis: Zeige zunächst, dass

ωi,k(x)

ti+k−1 − ti
=
ωi,k−1(x)

ti+k − ti
und

1− ωi,k(x)

ti+k − ti+1
=

1− ωi+1,k−1(x)

ti+k − ti
gilt.
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(10 Punkte)

Aufgabe 4. (De Boors Algorithmus)

Es sei s(t) =
∑n+2

i=0 αiBi,k(t) der interpolierende kubische Spline zu den Knoten ti, i =
0, . . . , n+ 6, mit den De-Boor-Punkten αi, i = 0, . . . , n+ 2. Der Funktionswert von s(t)
für t ∈ [t`, t`+1), 3 ≤ ` ≤ n+ 2, kann mit Hilfe des Algorithmus

si,0 := αi, i = `− 3, . . . , `

si,k := si,k−1ωi,k + si−1,k−1(1− ωi,k), i = `− 3 + k, . . . , `, k = 1, 2, 3,

effizient berechnet werden, wobei ωi,k wie in Definition 10.37 definiert ist.

Zeige, dass s(t) = s`,3 gilt.

(10 Punkte)
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