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Aufgabe 1. (Abschétzungen)

a) Zeige, dass fiir eine diskrete, reellwertige Zufallsvariable X auf (2, A, P) und a > 0

P(X| 2 a) < 2D

gilt.
b) Zeige weiter, dass fiir a,t > 0
P(X >a) < e “E(eY)
gilt.
c) Esseien X;: Q — {0,1}, i = 1,...,n, unabhéngige Zufallsvariablen mit
P(X;=1)=p>0, P(X;=0)=1-p.

Zeige, dass fir a,t > 0
1 n
P(nlez Z CL) S e—(lntE(etXl)n
1=

gilt.
(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Jackenproblem IIT)

Betrachte die von den Ubungsblittern 1 und 3 bekannten Jecken, die auf ihre Jacken
warten. Berechne den Erwartungswert und die Varianz der Anzahl der Jecken, die ihr
eigenes Kleidungsstiick erhalten.

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Tschebyscheff-Ungleichung)

An einem Badesee sind an einem heiflen Sommertag 2000 Badegiiste, die gerne Eis essen.
Ein Eiswagen bietet zwei Sorten Eis an, die beide gleich beliebt sind. Berechne, wie viele
Portionen von jeder Eissorte der Wagen vorrétig haben muss, damit mit einer Sicherheit
von 99 Prozent jeder Badegast das Eis seiner Wahl erhélt.

(10 Punkte)

Programmieraufgabe 1. (Monte-Carlo-Verfahren)

In der C-Standardbibliothek (stdlib.h bzw. cstdlib) enthalten ist die Routine rand (),
die zufillig eine Zahl vom Typ Integer aus der Menge {0, 1,...,RAND_MAX} zuriickliefert.
Um bei jedem Programmaufruf unterschiedliche Zufallszahlen zu erhalten, empfiehlt es
sich, srand (time (NULL)) zu nutzen.



2)

Ein Viertel-Einheitskreis liege auf folgende Art in einem Quadrat der Seitenlénge 1:

Das Ziel ist ein Monte-Carlo-Verfahren, dass m approximiert. Erzeuge dazu n Zufalls-
zahlen aus [0,1] x [0,1] und iiberpriife, wie viele von ihnen im Viertelkreis liegen.
Der Quotient aus der Anzahl der Zufallszahlen, die im Viertelkreis liegen und der
Gesamtzahl der Zahlen ist eine Ndaherung fiir den Flacheninhalt des Viertelkreises.

Wihle n so, dass die errechnete Approximation an 7 mit einer Wahrscheinlichkeit von
0,95 einen Fehler von 0,04 nicht iiberschreitet.

Wie man beispielsweise durch Herleiten des Riemann-Integrals verifizieren kann, gilt
fiir geeignete n € N und z; € [a,b], 1 =1,...,n,

b b—a <&
/ f@)de ~ =05 ). (1)
a i=1

n

Hieraus lasst sich ein Monte-Carlo-Verfahren fiir die Integration konstruieren. Ver-
wendet man als z;, i = 1,...,n, in dem Intervall [a, b] gleichverteilte Zufallszahlen, so
dient die rechte Seite von (1) als Schéitzwert fiir das Integral.

Es sei )
T T or002 1
fla) e {50e T falls 2] < &,

0, sonst.

Berechne eine Approximation an

/_11 f(x)dx

mit dem oben beschriebenen Verfahren. Das Integral hat approximativ den Wert
0,4439938162. Wie grol musst du das n wihlen, damit der Fehler in 95 % der Félle
0,01 nicht iiberschreitet?

Die Konvergenzrate in b) kann durch Importance Sampling verbessert werden. Da
f nur auf dem Intervall (—%, %) ungleich null ist, wahlen wir als Wahrscheinlich-
keitsverteilung, statt der bisher verwendeten Gleichverteilung (u(z) = 1/2 auf dem

Intervall [—1,1]), nun
v:[-1,1] - RT

. 1
() = {24, fiir [z < 5

1
19, sonst.

Um n € N geméf v verteilte Zufallszahlen zu erhalten, erzeugt man zunéchst n
gleichverteilte Zufallszahlen aus dem Intervall [0, 1] und transformiert diese dann mit
der Funktion
49¢ — 1, fiir £ < 55,
®(€) =1 51— g5 fir g5 <ES G,
49¢ — 48, fiir £ > 2.

2



Implementiere die Integration der Funktion f aus b) mit Importance Sampling durch
v. Wie grofl musst du das n jetzt wihlen, damit der Fehler in 95 % der Fille 0,01
nicht iiberschreitet?

(15 Punkte)
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