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Aufgabe 1. (Mehrere stationéire Verteilungen)
Betrachte die Markovkette mit Ubergangsmatrix

1 0 0
P:=|1/5 3/5 1/5
0 0 1

Zeige, dass diese Markovkette mehr als eine stationére Verteilung besitzt. Warum ist dies
kein Widerspruch zu Resultaten der Vorlesung? Ermittle den Limes von P™ fiir n — oo.

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Ehrenfest-Modell I)

Im Ehrenfest-Modell betrachtet man N Kugeln, welche auf zwei Urnen aufgeteilt sind.
Zu jedem Zeitpunkt wird eine Kugel zufillig gewéhlt. Sie wird der Urne, in der sie sich
gerade befindet, entnommen und in die andere Urne gelegt. Es sei X, die Anzahl der
Kugeln in der ersten Urne zum Zeitpunkt n.

a) Stelle die Ubergangsmatrix P der Markov-Kette X,, auf.
b) Klassifiziere die Markov-Kette nach Reduzibilitdt und Periodizitét.

c) Zeige, dass die Binomialverteilung mit Parametern p = 1/2 und N die stationére
Verteilung dieser Markov-Kette bildet.
(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Ehrenfest-Modell II)

Betrachte erneut das Ehrenfestmodell aus der letzten Aufgabe.

a) Zeige, dass die stationére Verteilung der Ehrenfestkette, also die Binomialverteilung
mit Parametern p = 1/2 und N, nicht die Grenzverteilung der Markovkette ist, d.h.,
zeige, dass es Anfangsverteilungen p(?) gibt mit der Eigenschaft, dass li_>m pOpn £ g

n oo

Warum steht diese Aussage nicht im Widerspruch zu den Resultaten der Vorlesung?

b) Wir modifizieren die Ehrenfestkette folgendermafen: zu jedem Zeitpunkt n wird eine
Miinze geworfen, die mit Wahrscheinlichkeit 0 < p < 1 ,Kopf“ und sonst ,,Zahl*
liefert. Im Falle von ,,Zahl* wird, wie beim urspriinglichen Ehrenfestmodell, eine Kugel
zufillig gewédhlt und von der Urne, in der sich die gezogene Kugel gerade befindet, in
die andere Urne gelegt. Im anderen Fall wird die Konfiguration nicht verdndert. Sei
erneut X, die Anzahl der Kugeln in der ersten Urne zum Zeitpunkt n. Konstruiere
die Ubergangsmatrix dieser Markovkette!



c) Finde die stationdre Verteilung 7= der in b) konstruierten Markovkette. Gilt jetzt

lim p(9P" = 7 fiir alle Anfangsverteilungen ;(%)?
n—oQ

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Lagrange-Interpolation)

Es sei ® = II,, der Funktionenraum der Polynome vom Grad héchstens n mit Mo-
nombasis ¢;(z) = z/, j = 0,...,n. Dariiber hinaus seien z; € K, i = 0,...,n. Seien
weiterhin M € K +1)>*(+1) die Vandermonde-Matrix mit Eintréigen M; j = ¢;(z;) und
M(i,z) € KrtDx(m+) die Matrix, die durch Ersetzen der i-ten Zeile von M durch
(¢o(x), p1(x),...,Pn(x)) entsteht.

Zeige, dass
det M(i,z) o4 ©—x;
7 ($) detM ]]_:[ T — x] 1(33)1 ? ) > 1,
J#i
gilt und dass M genau dann reguldr ist, wenn die Stiitzstellen x;, i = 0,...,n, paarweise

verschieden sind.
(10 Punkte)



