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Aufgabe 36 (10 Punkte)

Zu m ∈ N seien Funktionen gk : [0,2π]→ R, k = 1, . . . , 2m+ 1 gegeben durch

g1(x) =
1√
2π

und
g2j(x) =

1√
π

cos(jx), g2j+1(x) =
1√
π

sin(jx), j = 1, . . . ,m.

Zeigen Sie, dass diese Funktionen ein Orthonormalsystem in L2([0,2π]) bilden, das heißt, dass

〈gk , gl〉 :=
∫ 2π

0

gk(x)gl(x)dx = δkl,

k,l ∈ {1, . . . , 2m+ 1}.

Aufgabe 37 (10 Punkte)

Für n ∈ N sei fn ein reelles trigonometrisches Polynom vom Grad 2n + 1, also fn : [0,2π] → R sei gegeben
durch

fn(x) = a0 +
n∑
k=1

(
ak cos(kx) + bk sin(kx)

)
.

Zeigen Sie, dass das trigonometrische Polynom von Grad 2m+ 1 < 2n+ 1 mit minimalem Abstand von fn (im
Sinne von L2([0,2π])) gegeben ist durch Abschneiden der obigen Summation bei k = m. Das heißt, zeigen Sie,
dass ‖fn − pm‖2 := 〈fn − pm , fn − pm〉 unter allen

pm(x) = ã0 +
m∑
k=1

(
ãk cos(kx) + b̃k sin(kx)

)
mit ã0, . . . , ãm, b̃1, . . . , b̃m ∈ R minimiert wird durch die Wahl ã0 = a0, ãk = ak, b̃k = bk, k = 1, . . . ,m.
Hinweis: Beachten Sie Aufgabe 36.

Aufgabe 38 (10 Punkte)

Man berechne das interpolierende trigonometrische Polynom

p(x) = β0 + β1e
ix + β2e

2ix + β3e
3ix

zu den Stützstellen
i 0 1 2 3 4
xi 0 π/2 π 3π/2 2π
yi 1 3 5 1 1

.

Aufgabe 39 (10 Punkte)

Für n = 2m und 0 ≤ k < n sei

`k(x) =
sin(m(x− xk))

n
cot
(x− xk

2

)
,

wobei wir, wie üblich, xk = 2kπ/n setzen. Zeigen Sie: `k ist ein trigonometrisches Polynom und es gilt

`k(xj) = δjk, j,k = 0, . . . , n− 1.

(Diese trigonometrischen Polynome haben also die analogen Eigenschaften der Lagrange’schen Polynome für
das polynomiale Interpolationsproblem.)
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