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Aufgabe 1. (Singulärwertzerlegung)

Gegeben seien

A =





1 2
2 1
1 1



 , b =





1
1
1



 .

(a) Berechnen Sie die Singulärwertzerlegung

A = UΣVT .

(b) Man berechne die Pseudoinverse A+ von A und bestimme die Lösung x+ des
Minimierungsproblems

min
x∈R2

‖b − Ax‖2
2

Warum ist x+ eindeutig bestimmt?

(10 Punkte)

Aufgabe 2. (Regularisierung)

Zu A ∈ R
m×n und b ∈ R

m sei das quadratische Tichonov-Funktional

Tα(x) := ‖b −Ax‖2 + α‖x‖2, α > 0, x ∈ R
n.

gegeben. Man zeige:

• Für jedes α > 0 exisitiert ein eindeutig bestimmtes xα ∈ R
n, so dass

Tα(xα) ≤ Tα(x) für alle x ∈ R
n.

• xα erfüllt das lineare Gleichungssystem

(ATA + αI)xα = ATb.

• Ist A+ die Pseudoinverse von A, dann gilt

xα → x+ := A+b für α → 0.

(10 Punkte)

Aufgabe 3. (Best-Approximation)

Zu A ∈ R
m×n mit n ≤ m sei die Singulärwertzerlegung A = UΣVT mit Σ =

diag(σ1, . . . , σn) (σ1 ≥ σ2 ≥ · · · ≥ σn > 0), U = [u1, . . . ,um] und V = [v1, . . . ,vn]
gegeben. Zeigen Sie, dass die Matrizen

Ak :=

k
∑

i=1

σiuiv
T

i



mit k < n das Approximationsproblem

min
B∈Rm×n

rang(B)≤k

‖A− B‖2 = ‖A− Ak‖2

löst und dass gilt
‖A− Ak‖2 = σk+1.

(10 Punkte)

Aufgabe 4. (Sattelpunktformulierung)

Sei A ∈ R
m×n eine Matrix mit Rang n ≤ m und es gelte

[

I A

AT 0

] [

λ

x

]

=

[

b

0

]

.

Zeigen Sie, dass x ∈ R
n die Normalengleichung

AT Ax = ATb

erfüllt. Welcher Größe entspricht der Vektor λ?

(10 Punkte)


