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ﬂbungsblatt 9. Abgabe am Mittwoch vor der Vorlesung (bis 10:15 Uhr).
Aufgabe 1. (Matrix Zerlegungen)

a) Man zeige, dafl

_ 0 2 2x2
A_[Q ZJER

keine L-R Zerlegung besitzt (d.h. es gibt keine untere Dreiecksmatrix L und keine
obere Dreiecksmatrix R mit A = L - R).

Man bestimme eine Permutationsmatrix P, eine obere Dreiecksmatrix R und eine
untere Dreiecksmatrix L mit P- A =L - R.

b) Es sei
1 5 0 0
15 2 12 0 et
A=10 12 45 21| €F
0 0 21 65

Man bestimme die Cholesky Zerlegung von A und berechne mit Hilfe dieser Zerlegung
die Determinante von A.

(5 Punkte)
Aufgabe 2. (Positive Definitheit)
Fiir welche a € R ist
2 -1 0 O
-1 2 —a O
A= 0 —a 2 -1
0o 0 -1 2
positiv definit 7
(5 Punkte)

Aufgabe 3. (Tschebyscheff-Polynome)
Die aus der Vorlesung bekannten Tschebyscheff-Polynome lauten fiir ¢ € [—1, 1]

Cx(t) = cos(k - arccos(t)).
a) Berechnen Sie Cy(t) und C;(¢) und beweisen Sie die Rekursionsformel

Croat(t) = 2tCy(t) — Chy (t) fitr k= 1,2, ...

b) Beweisen Sie, dass der Hochstkoeffizient des n-ten Tschebyscheff-Orthogonalpolynoms
2=l ist (n > 1).



c) Zeigen Sie: die Nullstellen t;, 1 < i < k, des Tschebyscheff-Polynoms Cf(t) sind fiir
k > 1 gegeben als
t; = cos 201
M2 )

d) i sei die imagindre Einheit. Beweisen Sie die Identitt

% {(t—k \/ﬁjf + (t - \/ﬁj)k} - % [(tﬂ'ﬂ)k + (t - zﬂ)k]

= cos(k - arccos(t)).

Bemerkung: Diese Polynomdarstellung der Tschebyscheff-Polynome gilt auch fiir ¢t €
R.

e) Zeigen Sie

j=

f) Seitzizﬂ mit r > 1. Zeigen Sie, dass
r+1 k+ r—1\*
r—1 r+1
L (=Y
Ck<r2+1> r+1 '

r2—1

Cult) =

Insbesondere gilt

g) Zeigen Sie die Orthogonalitiitsrelation

1 1 0 flll']f;él
m furk=101=0.

h) Zeigen Sie, dass die C auf [—1, 1] der Differentialgleichung
(1 —t)OL(t) — tCL(t) + kE*Cr(t) = 0

genligen.
(15 Punkte)

Aufgabe 4. (Interpolationsproblem)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem

11 1 1 ag 10
12 4 38 a | | 26
13 9 27 ag | ~ | 58
1 4 16 64 as 112

a) Formulieren Sie ein #quivalentes Polynom-Interpolationsproblem und bestimmen Sie
dessen Losung.

(Beachten Sie, da8 die Koeffizientenmatrix eine Vandermonde-Matrix ist).

b) Losen Sie das lineare Gleichungssystem.
(5 Punkte)



Programmieraufgabe 1. Schreiben Sie folgende Programme:

(a) Den Neville-Algorithmus zur Auswertung eines Interpolationspolynoms an einer
beliebigen Stelle z fiir gegebene (z;, f;), 0 <i < n.

(b) Den Newton—Algorithmus zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten in Newton—
Darstellung. Hierbei ist die Losung des Gleichungssystems S.186 Skript zu berech-
nen. Bereits erstellte LGS-Loser sollen benutzt werden.

(c) Ein Verfahren zur direkten Auswertung des Interpolationspolynoms in Newton-
Darstellung an einer beliebigen Stelle x.

(d) Das dividierte Differenzenverfahren zur Bestimmung der Polynomkoeffizienten in
Newton—Darstellung.

(e) Das Horner-Schema zur Auswertung des Interpolationspolynoms in Newton—
Darstellung an einer beliebigen Stelle x.

Betrachten Sie als Beispiel die Gauf3’sche Hutfunktion

fl@)= =%

im Intervall [—3,3] mit n =1,3,5,9,17 und 33 Stiitzstellen.

(f) Werten Sie zur Uberpriifung Threr Programme das Interpolationspolynom fiir f(z)
an den Stellen £=0.02, x = 0.2 und x = 2 einmal mit dem Neville-Algorithmus,
einmal mit dem Newton—Algorihmus und dem direkten Verfahren und einmal mit
dividierten Differenzen und dem Horner—Schema aus.

(g) Plotten Sie f(x)) — P(xk) gegen n (Aufwand zu Genauigkeit) in einen gemeinsa-
men Graphen, wobei Sie Punkte fiir gleiches x; miteinander verbinden. Verwenden
Sie fiir beide Axen eine logarithmische Skala. Bestimmen Sie jeweils die Konver-
genzrate.

(h) Vergleichen Sie den Rechenaufwand der Programme (a), (b)+(c) und (d)+(e) fiir
den Fall, daf die Zahl der Stiitzstellen anwéachst und fiir den Fall, daf§ die Zahl der
Auswertungen anwéchst.

(i) Nutzen Sie die erstellten Programme zur Interpolation von
f:l-1,1] >R f(z)=1/(1+ 2527

auf n dquidistanten Stiitzstellen zj. Vergleichen Sie an den Stellen x5 = () +
Zr+1)/2 das Verhalten des Fehlers max |f(z12) — P(x)/2)| mit steigendem n. Was

ist zu beobachten? Welche Stellen weisen den hochsten Fehler auf?

Die Abgabe der Programmieraufgaben erfolgt in den CIP-Pools vom 06.06. bis
13.06.2012. Die Listen fiir die Anmeldung zu den Abgabe-Terminen hingen in der Wo-
che vom 23.05. bis 05.06.2012 aus.




