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Einleitung

Die Mathematik stellt eine wichtige Grundlage fiir viele Anwendungsbereiche des téaglichen
Lebens dar. Ingenieure, Logistikexperten und Okonomen profitieren in gleicher Weise von
mathematischen Methoden und Modellen. Jedoch kann nur ein Bruchteil der auftretenden
Probleme analytisch gelost werden, der Grofsteil ist mit Papier und Bleistift nicht zu bewélt-
igen. Aus diesem Grund nutzt man zur Umsetzung der immer komplexer werdenden Verfah-
ren den Computer als effizientes Hilfsmittel. Der Horer dieser Vorlesung lernt grundlegende
Konzepte, Algorithmen und Methoden zur numerischen Losung partieller Differentialglei-
chungen kennen. Er soll am Ende in der Lage sein, mit Hilfe der erworbenen Kenntnisse
selbsténdig numerische Methoden problemorientiert zu entwickeln, zu analysieren und pro-
grammtechnisch umzusetzen.
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3 Mehrgitterverfahren

In diesem Kapitel stellen wir eines der etabliertesten Verfahren zur Losung von diskreten
Variationsproblemen

up € Vi o alup,vp) = L(vy) firallev, €V, CV

mit symmetrischer, koerziver und stetiger Bilinearform a : V' x V — R vor. Mehrgitterver-
fahren basieren auf der Gléttungseigenschaft klassischer Iterationsverfahren.

3.1 Glattungseigenschaften von lterationsverfahren

Mit der Zerlegung A = Ap + Ap + Agr, wobei Ay, Apr strikte untere bzw. obere Drei-
ecksmatrizen und Ap die Diagonale von A bezeichnen, haben wir in der Algorithmischen
Mathematik II die folgenden klassischen Iterationsverfahren zur Losung von linearen Glei-
chungssystemen Ax = b kennen gelernt.

e Jacobi-Verfahren oder Gesamtschritt-Verfahren

ADZE(k+1) = —(AL—f-AR)ZE(k)—f-b, k:O,]_,Q,...,

e Gaufs-Seidel-Verfahren oder Einzelschritt-Verfahren

(Ap + Ap)z* ) = —Apa® 4 b, k=0,1,2,...,

e Richardson-Verfahren

20D = 20 b — Az®), Kk =0,1,2,....

Diese Verfahren lassen sich auch in der Form
e =T72® Lo k=0,1,2,...,

schreiben mit den Iterationsmatrizen Ty := —ABI (AL + AR), Tas := —(Ap + Ar) ' AR und
T :=1— aA. Weil x die Fixpunktgleichung = = Tz + ¢ erfiillt, gilt dann fiir den Fehler

z— Y =T —2®), k=0,1,2,....
Diese Verfahren haben im Vergleich zu den moderneren Krylov-Raum-Methoden ein schlech-

teres Konvergenzverhalten. Thre heutige Bedeutung erlangen sie aber durch einen anderen
Effekt, den sog. Glattungseffekt.
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Beispiel 3.1. Wir betrachten wieder die Poisson-Gleichung —Au = f in Q = (0, 1)% mit
homogenen Randbedingungen u = 0 auf 0€2. Dabei sei 2 mit einer Courant-Triangulierung
(siche Bspl. 2.59) der Gitterweite h zerlegt. Die Diskretisierung der zugehérigen Bilinearform

a(u,v) = / Vu-Vudz
Q

durch stiickweise lineare Finite-Elemente fithrt auf lineare Gleichungssysteme Az = b mit
dem 5-Punkte-Stern

Die Eigenwerte von A sind (vgl. Ubungsblatt 12)

krh h
/\M:4(sin2%+sin2%), k,t=1,....,n:=1/h—1.

Die zugehorigen Eigenfunktionen vy, sind gegeben durch die Knotenwerte der Funktionen
vge(x,y) = sin(krx) sin(lry), k,0=1,...,n.

Daher ergibt sich fiir die Eigenwerte der Iterationsmatrix T, = I — oA des Richardson-
Verfahrens fiir o = 1/8

1 kmh Irh
Ogukg:1—§ (sinQ%%—sinz%), kl=1,...,n.
Fiir den betragsmiéfig grofsten Eigenwert pq; folgt

w2 h?

4

p(I = A/8) = [pu| ~ 1 -

Die zeigt, dass sich die Konvergenz des Richardson-Verfahrens fiir h — 0 verlangsamt.

Auf der anderen Seite bilden die Eigenvektoren vy, der symmetrischen Matrix A eine
Basis des R . Fiir die Eigenwerte der Iterationsmatrix I — A/8 des Richardson-Verfahrens
zu Eigenvektoren {vge, kK > (n +1)/2 oder £ > (n + 1)/2} mit einem hochfrequenten Anteil
in mindestens einer Richtung gilt

ke <1 1(s'n27r+s'27r> !
— — (sin® — +sin“ — | = —.
el =2 P Y 1) "2
Mit der Basis-Darstellung
v —a® = Z Brevie
kt=1

reduziert sich wegen

n 1 n
p— b+ Z Bre(I — éA)UM = Z BrettreVre

k=1 k=1

der hochfrequente Anteil des Fehlers pro Richardson-Iterationsschritt um mindestens den
Faktor 1/2. Die Reduktion des hochfrequenten Anteils bedeutet eine Glattung des Fehlers.
Fiir den niederfrequenten Anteil gilt eine solche Reduktion um einen konstanten Faktor nicht,
was letztlich die langsame Konvergenz des Richardson-Verfahrens zur Folge hat.



3.1 Glattungseigenschaften von Iterationsverfahren

Um die Glattungseigenschaft mathematisch zu priazisieren, fithren wir die folgenden dis-
kreten Normen ein.

Definition 3.2. Sei A positiv-definit mit A = VDV, Dabei sei V eine orthogonale Matrix
und D eine Diagonalmatrix. Fiir s € R und x € R" definieren wir

llzllls = VaTAsz, A*:=VDVT'.

Bemerkung. Die Norm ||| - |||s hebt die Komponenten in Richtung der zu den groferen
Eigenwerten A von A gehorenden Eigenvektoren v, ||v||2 = 1, um so mehr hervor, je grofer s
ist. Dies sind wegen

A =v"Av = a(Ju, Jv) = |VJv||72 10
beim Poisson-Problem gerade die hochfrequenten Eigenvektoren.

Wir fassen einige Eigenschaften dieser Normen zusammen.

Lemma 3.3. Es gilt |||z|||o = ||| und fiir alle r = (s + ¢)

2" Ay < [ll=lllllyllle

1/2
t

und somit |||z||]. < |[||=|[|¥*|||z|||’* fiir alle z,y € R".

Beweis. Die verallgemeinerte Cauchy-Schwarzsche Ungleichung folgt aus
o ATy| = [aT AP Ay| < || APao| APylle = [[[2]]] ]yl
O

Im folgenden Satz prézisieren wir die Glattungseigenschaft des Richardson-Verfahrens.

Satz 3.4. Sei A positiv-definit und Tp = I — aA mit 0 < a < 1/ \nax(A). Dann gilt fiir
s> 0 undt > 0 mit ¢ := [t/(2ce)]"/?

TRl se < ck™2lJz]l]s, @ € R™

Ferner gilt |||Trz|||s < |||z|||s fiir alle z € R™.

Beweis. Es bezeichne (\;,v;),7=1,...,n, die Eigenpaare von A. Fiir z = )" | f;v; erhalten
wir

=1

und hieraus
1 Tl|[20 = 2" TRA™ T = ;u — o)A < max N(1— aX)* Z A

1 t 2k 2
= — max (@A) (1—aX)*|[Jz]l[3.
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Nach Voraussetzung ist 0 < a); < 1 fiir alle ¢« = 1,...,n. Daher folgt der zweite Teil der
Behauptung, und fiir den ersten Teil erhalten wir

V(T — a2k < t1 _ o\2k
iirllfxfn(oz)\z) (1—a\) —gg?g}if(l &)= .

Die Funktion f(£) := &(1 — £)?*/* nimmt wegen f'(€) = (1 — &)?*/=1(1 — (2k + t)¢/t) ihr
Maximum in &pax == t/(2k +t) € [0, 1] an. Daher folgt

max a;(1 —aX)?! < f(Emax) t 2%\ <! L <!
X i\t — i >~ max) — = 57 =
i=1,...,n 2k +t \ 2k +t 2k (1 —i—t/(?k))%/t 2ke

und hieraus .
t
TE2NZ,, < [ —— 2.
liTkellE < (5o ) Mol
O

Ist A = A}, eine Finite-Element-Steifigkeitsmatrix des Laplace-Operators, so wissen wir
aus dem Beweis zu Satz 2.67, dass Apax(Ap) ~ h4 2. Fiirs=0und t =2 bzw. s =t = 1
folgt somit aus Satz 3.4

C. & _
1Tkl < 2R 2l2lllo.  IThellls < —=h271|j2]l], (3.1)
g NG

fir alle x € R™.

3.2 Zweigitterverfahren

Wir betrachten zwei Finite-Elemente-Raume V}, und Vg mit Vg C V), und Dimensionen
n =dimV,, N = dimVy. Wie beim BPX-Verfahren definieren wir Prolongations- und Re-
striktionsoperatoren I und I . Ein Iterationsschritt des Zweigitterverfahrens zur Losung
von Az, = by, mit der Glattung S, setzt sich dann wie folgt zusammen.

1. Vorglittung: Setze 22" := 23" und fiihre v, Glittungschritte durch:
xzre’kﬂ = thzre’k +s,, k=0,1,...,0 —1.

2. Restriktion: Restringiere das Residuum auf das grobere Gitter

rg = I}IL{(bh — Ahl‘zre’yl).

3. Grob-Gitter-Korrektur: Lose die Defektgleichung auf dem groberen Gitter

Apen =rn

post,0 |

und korrigiere a7} = )" + Ihey.

4. Nachglittung: Fiihre vy Glattungschritte
xiOSt’kH = thZOSt’k +sn, k=0,1,...,15—1.

t
durch und setzte )" := x>,
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Durch diesen Algorithmus ist wiederum ein Iterationsverfahren der Form
TP = Toqai™ 4t

mit Iterationsmatrix
Tog = S;*(I — I} AL T A,) S

und einem t;, € V), gegeben. Bezeichnet z;, die exakte Losung von Apx, = by, so gilt insbe-
sondere fiir den Fehler nach einem Schritt des Zweigitterverfahrens

xp — 23" = Tog(x), — 23).

Fiir die Konvergenzanalyse benotigen wir die folgende Approximationseigenschaft. Bei der
Bildung der Normen |||v]||s identifizieren wir v € V}, wieder mit dem Koeffizientenvektor in
der nodalen Basis. Wir verwenden die folgende offensichtliche Norméquivalenz (vgl. Lem-
ma 2.65 und Lemma 2.66 bzw. die Aquivalenz von || - || 1) und Energienorm)

a2 olll < iz la) < CRllalllo, ealllalll < el < Colllzlll (32)

fiir alle z € R™.

Lemma 3.5. Zu v € V) sei Pyv € V), die Galerkin-Projektion, d.h. die Lésung von
a(Ppv,w) = a(v,w) fiir alle w € V},. Ferner sei §) konvex oder besitze einen glatten Rand.
Dann gilt

v = Prol|r2) < chllv — Prolla), v = Prollp@) < chl=4/2 V]2

Beweis. Wegen des Regularitatssatzes 2.40 ist die duale Losung u,, im Aubin-Nitsche-Lemma
H?-regulir. Die erste Aussage folgt wie in der Bemerkung nach Satz 2.64. Ferner gilt nach
Lemma 3.3 und (3.2) wie beim Céa-Lemma

cxllv = Prolling) < alv = Prv,v = Pro) = a(v — Pyo,v) = vl Ap(v — Pyo)
<|llo = Pwolllo|[[v]ll> < er A= o = Py ey [1]0]]]2
< ereh' = o = Prollmay || [0]]l2-
Division liefert die Behauptung. O

Das folgende Lemma zeigt, dass ey aus der Defektgleichung die Galerkin-Projektion von

xp — xp 7 auf Vi ist.

Lemma 3.6. Fiir alle vy € Vi gilt a(Jgem,vy) = a(Jy(zp — 2} ), vg).

Beweis. Fiir y € RY gilt nach Lemma 2.72
a(Juem, Juy) = y" Agen = y" I (b, — Apall™") = (I5y)" Ap(xy, — 2"
= a(Ju(zp — ), Tndlhy) = a(Jy (@ — 25, Jgy).
O

Der folgende Satz zeigt die Konvergenz des Zweigitterverfahrens bei einer gentigend grofsen
Anzahl von Vorglattungsschritten v;.
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Satz 3.7 (Konvergenzsatz). Es gelten die Voraussetzungen von Lemma 3.5. Dann gilt fiir
das Zweigitterverfahren bei Richardson-Glédttung mit 0 < o < 1/Apax(An)

c c
2 = 230 < —lllzn — 23 lllo, Mo — 23|k < —=lllzs — 23" [[]1-
V1 V1
Beweis. Fiir die Glattung mittels Richardson-Verfahren gilt
o — a0 = T, — )
und somit nach (3.1)
C . c _
lzn =2y Ils < —h*2(an — 23 Mo, llzn — 27 ls < —=h"* [, — 23| |]1-
1%} 14!
Anwendung von Lemma 3.5 auf v := z;, — 2} " liefert wegen Lemma 3.6
1 (on = 23 )20y = (1 (on — 23" — Ifen) |2y = 1 Jn(an — 23"") = Juen| iz

< ch||Jn(xp —2) ") = Juen ||l o o) < ch* d/2||]x — " |)a-

Die Nachglattung verschlechtert die Approximation nicht, d.h. nach Satz 3.4 gilt fiir alle
x € R™, dass |||Tr|||s < |||2|||s- Aus (3.2) folgt somit

n — 22 lo = [[|zn — 222 [0 < |llan — 22 1o < eh™2(|Tn(2n — 22%0)]| 20
i
< Y| — 22 (o < —llan — 23|l
141

bzw. nach dem zweiten Teil von Lemma 3.5
post,0 post,0

llzn = 2™ = [llen — 23 lk < Mllon — 2771 < ellJn(@n — 237 @)
//

N

< C/hl_d/2||’.7}h .

7yl < n il

T llwn — 2

3.3 Mehrgitterverfahren

Es sei
VoCViC---CVy, CHyQ)

eine geschachtelte Folge von Finite-Elemente-Radumen. Diese seien durch uniformes Verfei-
nern des Grobgitterraums V; erzeugt. Beim Zweigitterverfahren taucht das Problem auf, die
Defektgleichung Apey = ry auf dem gréberen Gitter zu losen. Die Matrix Ay ist zwar
kleiner dimensioniert als Ay, wird aber in der Regel noch immer grofdimensioniert sein.
Allerdings ist sie vom gleichen Typ wie das Ausgangsproblem A,z;, = by, so dass die Idee
des Zweigitterverfahrens rekursiv auf die Defektgleichung angewendet werden kann, um die
Komplexitdt zu reduzieren. Ein Iterationsschritt des Mehrgitterverfahrens MGM, zur
Losung von Ayxy = by mit der Glattung S, auf dem /-ten Gitter setzt sich dann wie folgt
zusamien.
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1. Vorglittung: Setze 22"° := 23" und fiihre v, Gléttungschritte durch:

e,k+1 e,k
zy) = Sexy" " + s, k=0,1,...,11 — L

2. Restriktion: Restringiere das Residuum auf das néchst grobere Gitter

i1 pre,v
Ty—1 = [g (bg—AgJTZ 1).

3. Grob-Gitter-Korrektur: Ist £ = 1, so 16se die Defektgleichung Ageq = ry exakt. Im Fall
¢ > 1 wende pu Schritte des Mehrgitterverfahrens MGM,_; auf A, 1€, 1 = 7,1 mit
Startwert 0 an. Anschliefsend korrigiere

post,0 . preyv; 4
T, =, + 1, qemp—1.

4. Nachglittung: Fiihre vy Glattungschritte

post,k+1 post,k o
Ty = Sex, +s¢, k=0,1,...,v5— 1.
t
durch und setzte z}°" := x>,

Bemerkung.

(a) Die Defektgleichung entsteht aus dem niederfrequenten Rest der Vorgldttung. Beim
Mehrgitterverfahren wird hierauf auf dem néchst groberen Gitter wieder eine Glattung
angewendet. Diese kann den Fehler weiter reduzieren, weil die verbliebenen niederfre-
quenten Anteile des Fehlers auf dem groberen Gitter hochfrequenter erscheinen.

(b) In der Praxis verwendet man nur p = 1 (V-Zyklus) und p = 2 (W-Zyklus). Diese
Bezeichnungen leiten sich aus dem schematischen Ablauf der Iteration (siche Abb. 3.1)
ab.

(=2
(=1
(=0

Abbildung 3.1: Schematischer Ablauf V- und W-Zyklus bei drei Gittern.

3.3.1 Konvergenzbeweis fiir den W-Zyklus

Im Gegensatz zum Zweigitterverfahren wird die Defektgleichung auf dem gdéberen Gitter
nicht exakt geldst, sondern durch rekursive Anwendung des Mehrgitterverfahrens behandelt.
Fiir die Konvergenzanalyse fassen wir das Mehrgitterverfahren als gestortes Zweigitterver-
fahren auf. Ziel ist es, eine Abschéatzung der Art

llze = 23ls < pelllee = 23"[lls, s =0,1,

fiir die /-te Ebene herzuleiten. Dabei setzen wir die Konvergenzrate p; fiir das Zweigitter-
verfahren bzgl. der Norm ||| - |||s als gegeben voraus; vgl. Satz 3.7.
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Lemma 3.8. Fiir s =0,1 und ¢ > 2 gilt p; < p1 + py_1(p1 + 1).

Beweis. Bs bezeichne #5°"° das Ergebnis der exakten Grob-Gitter-Korrektur. Dann gilt nach
Satz 3.7
llze = 7715 < palllee — 23] (3.3)

Weil nach Satz 3.4 die Richardson-Gléattung den Fehler nicht verschlechtert, erhélt man
hieraus mit der Dreiecksungleichung

11857 = 27 |lls < Mg = 2505 + [[lwe — 27" 15 < (o1 + 1) [Nlzg = 2]lls. (3.4)

Die linke Seite gibt die Grofe der Grob-Gitter-Korrektur bei exakter Rechnung an. Die
tatséchliche Korrektur unterscheidet sich davon um den Fehler auf der Ebene ¢ — 1. Nach
Induktionsvoraussetzung gilt

11257 = 27l < palllag™™? = 2 L. (3:5)

Setzt man (3.4) in (3.5) ein, so folgt mit der Dreiecksungleichung und (3.3)

post,0

|||$e_$g H|s§[014‘05_1()014‘1)]|||«W—let|’|

Weil die Nachglittung den Fehler nicht verschlechtert, gilt |||z, — 3||s < ||Jz¢ — 25| ||

und somit die Behauptung.

Im folgenden Satz zeigen wir mit der Abschétzung fiir p, die Konvergenz des W-Zyklus
bei hinreichend vielen Vorglattungsschritten.

Satz 3.9 (Konvergenz des W-Zyklus). Fiir die Zweigitterrate sei p; < 1/5. Dann gilt
im Fall des W-Zyklus

“lls <

5
llze = 211l < Spulllze = 25" ll,, 5 =0,1.

Beweis. Fir ¢ = 1 ist die Aussage wahr. Angenommen, sie gilt fiir £ — 1. Dann folgt nach
Lemma 3.8

15 1 5)
< 2 1) < —= 1) = —pi.
pf_pl—l—pﬂ—l(pl_’_ )—p1+33101(5+ ) 3p1
]
pr | po p3 P4 Ps Poo

0.1]0.1110 0.1136 0.1142 0.1143 0.1144
0.2 ] 0.2480 0.2738 0.2900 0.3009 0.3333
0.3 ] 0.4170 0.5261 0.6598 0.8659 0

Tabelle 3.1: Konvergenzraten p, des W-Zyklus geméaf Lemma 3.8.

Im Fall der Energienorm kann man die in Lemma 3.8 gezeigte Abschitzung mit Orthogo-
nalitdtsargumenten verbessern.
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Lemma 3.10. Bzgl. der Energienorm (s = 1) gilt p? < p3 + p;* (1 — p?}) fiir £ > 2.

Beweis. In der Energienorm ist die exakte Grob-Gitter-Korrektur #°"° nach Lemma 3.6 die
orthogonale Projektion von x, auf )" + V;,_;. Damit ist der Fehler x, — mEOSt Y orthogonal
zu Vy_; also insbesondere zu 25" — 22" und zu #0°%° — 22", Daher kann (3.4) ersetzt
werden durch
post,0 _pre, , - post,0
112770 = 2 I = e — 27 N1 = [llwe — 277017
Aus der Orthogonalitit und (3.5) folgt
lze = af™ 0N = |llze — 2°°I[13 + ||| Bpt? — O (3.6a)
< llwe = &N + o 1850 = 2|17 (3.6b)
= (1= p e = 251 + oty |llwe — 27" I3 (3.6¢)

Aus (3.3) und |||zp — 25" |||1 < |||z — 23|, ergibt sich

0 2 2
e = 27 M1} < (1= o1 )pt + oy e — 23113

[]

Satz 3.11. Fiir die Zweigitterrate sei bzgl. der Energienorm p; < 1/2. Dann gilt im Fall des
W-Zyklus

6
llze = 25l < Zpalllee = 27" llx

Beweis. Fiir £ = 1 ist die Aussage wahr. Angenommen, sie gilt fiir £ — 1. Dann folgt nach

Lemma 3.10
2 9, 0 2 2 6)" 2 2 2 6)"13 36 ,
Pe §P1+(5P1) (I—=p1)=0p1 |1+ 5 pr(1=pi)| <p1 |1+ 5] 11 < o5l

P1 P2 P3 P4 Ps Poo
0.1 1 0.1005 0.1005 0.1005 0.1005 0.1005

0.2 10.2038 0.2041 0.2041 0.2041 0.2041
0.3 ]0.3120 0.3141 0.3144 0.3145 0.3145
0.4 ]0.4260 0.4332 0.4354 0.4361 0.4364
0.5 1] 0.5449 0.5622 0.5700 0.5738 0.5774
0.6 | 0.6655 0.6968 0.7148 0.7260 0.7500
0.710.7826 0.8254 0.8525 0.8714 0.9802
0.8 1 0.8874 0.9291 0.9530 0.9680 1.0000

Tabelle 3.2: Konvergenzraten p, des W-Zyklus geméfs Lemma 3.10.



3 Mehrgitterverfahren

3.3.2 Konvergenzbeweis fiir den V-Zyklus

Wir haben bisher nur den W-Zyklus (1 = 2) betrachtet. Zwar gelten die rekursiven Abschét-
zugen fiir p, auch im Fall g = 1, sie liefern allerdings keine ausreichenden Schranken. Im
Folgenden werden wir die Beweistechnik verfeinern, um auch fiir den V-Zyklus Konvergenz
zu beweisen. Ferner werden wir sehen, dass bereits ein Glattungsschritt ausreicht.

Fiir den Beweis benotigen wir zwei Lemmata. Dazu fiihren wir ein Mafs fiir die Glattheit
von Finite-Elemente-Funktionen v € V}, ein:

_ -1 Kl
e {150

(V1)

> 070,
0, v=0.

|

Offenbar gilt 0 < 8 < 1. Glatte Funktionen vy, liefern einen Wert 8 nahe 1 und Funktionen
mit grofen oszillierenden Anteilen ein kleines 3; vgl. die Bemerkung nach Definition 3.2.

Anders als der bisher verwendete Satz 3.4 zur Glattungseigenschaft des Richardson-Verfahrens
macht das folgende Lemma Aussagen zwischen gleichen Normen.

Lemma 3.12. Sei A positiv-definit und Tr = I — aA. Dann gilt fiir & > 1/Apax(A)
IITslll < Blllelll, = €R™,

mit 3 := B(Tkx).

Beweis. Sei x = Y., a;v; bzgl. der Orthonormalbasis vy, ..., v, aus Eigenvektoren von A
zerlegt, und es sei p; ;== 1 — a\;. Dann folgt aus der Holderschen Ungleichung

n 21§i1 2k+1
Z&#ﬂ% (Z )‘lﬂzk+1|allz> (ZA ’%’2) .
i=1
Wegen |||z|||]T = Do, ilai]? ist dies dquivalent mit
k1/2
NTE I < TR 22l (1l

Mit y := TEx erhilt man nach Division durch |||y[|3*

2%
7yl
1 Txalll < (H@T [

Weil Tg symmetrisch und mit A vertauschbar ist, folgt aus a > 1/Apax(A)
TR 2lIB = (T3 *y) T ATy = y" ATy = y" Ay — ay™ A% < B(Jy) [llyll[}-
[
Auch die Genauigkeit der Grob-Gitter-Korrektur laft sich mit Hilfe von 3 abschétzen.

Lemma 3.13. Fiir die exakte Grob-Gitter-Korrektur gilt

[lee = 2p°°lll < min{1, c\/l— —ap ) e = 2

10



3.3 Mehrgitterverfahren

Beweis. Wie im Beweis von Lemma 3.10 gesehen ist #7°°"° die orthogonale Projektion von
auf 20" +V,_;. Nach Lemma 3.5 gilt |||z, — 25%"°|[|; < ¢ h*=¥? |||z, — 20" |||o. Mit Hilfe
von Apax(An) < ch?=2 folgt

e = 271 < e Al (An) Mg — 27" []]2.

max

Die Definition von  und die Tatsache, dass die Energienorm des Fehlers durch die Grob-
Gitter-Korrektur nicht vergrofiert wird, liefern die Behauptung. m

Satz 3.14. Es sei a > 1/Anax(Ay). Dann gilt fiir das Mehrgitterverfahren MGM, mit V-
oder W-Zyklus
|||l’g - $?eu|||1 S Pe |||I’g - x?1t|||17 (= 07 1a 27 )

mit
g
< Poo i = ——— 3.7
pe<p G (3.7)
und der von ¢ und v, unabhingigen Konstanten ¢ aus Lemma 3.13.
Beweis. Wir zeigen zunéchst die rekursive Abschétzung
pi < max G2 4 (1= p )M, M = min{l,*(1 - )}, (3.8)

pre,v1

mit der Konstanten ¢ aus Lemma 3.13. Mit § = f(z, — 2, """) gilt nach Lemma 3.13 und
Lemma 3.12

[llwe = 27 I1] < M |l|lze — 2§ 1] < B2 M |||ze — 23|I

Diese Abschétzung in (3.6) eingesetzt ergibt (3.8).
Mit pg := 0 ist (3.7) fiir £ = 0 wahr. Sei diese Abschétzung fiir ¢ — 1 gezeigt. Dann folgt
aus (3.8)

2

2 < 2v1 2M _ < 211 c o
pi < max f7p) 0 (1= M)+ M| < max 57| 5——- 2yl(l M) + M]
) c? c? M
_ 2 10—
o@%ﬁ [02 + 21, * 2+ 2 )
< max B (1 T )R- )
max B — (1 -
~ 0<B<1 c? + 2, 4+ 21,
c? ) ?
S — Y1420 (1—B) = — .
21 o, 02156%5 [1+ 21 (1 - B)] 2+ 2

]

Bemerkung. Fiir alle v; > 1 erhilt man p,, < 1. Die Kontraktionszahl sinkt dabei
wie v, 2 Nutzt man auch vy = vy Nachglittungsschritte, so kann ein Verhalten wie v;*
gezeigt werden.

Insgesamt bendtigen wir also k = log, & Schritte des Mehrgitterverfahrens MGM,, um
eine vorgegebene Genauigkeit € > 0 bei der Losung von Ayx, = by zu erreichen. Im Folgenden
analysieren wir noch die Kosten pro Iterationsschritt.

11



3 Mehrgitterverfahren

3.3.3 Komplexitidt des Mehrgitterverfahrens

Fiir die Abschétzung der Komplexitdt des Mehrgitterverfahrens gehen wir davon aus, dass
die Anwendung sowohl des Glitters Sy, der Restriktion I; ' und der Prolongation I{ ; in
linearer Komplexitdat durchfithrbar ist. Daher ist der Aufwand in der Ebene ¢ durch

c(vy +vo+ ng, nyp:=dimVp, (3.9)

abschitzbar. Bei Zerlegungen im R? diirfen wir davon ausgehen, dass sich die Anzahl der

Unbekannten n, mit jeder Vergroberung um den Faktor 2? reduziert. Die Summation der
Ausdriicke (3.9) ergibt im Fall des V-Zyklus

cry+va+D(ng4+ney+npo+..)=clr+va+Dng(1+277 272 )
2d

<
- 241

c(vy + vy + D)ny
und beim W-Zyklus

ey + vy + 1) (g + 2y +4ng_o+...) = clin + vy + )ng(1 +27@7D p 27260 )
2d—1

S ﬁC(Vl + Uy + 1)7’Lg

Der Aufwand fiir einen Schritt des Mehrgitterverfahrens MGM, ist somit von linearer Ord-
nung ny. Dabei durften wir den Aufwand fiir die exakte Losung der Gleichungssysteme auf
dem grobsten Gitter vernachléssigen, falls fir die Anzahl der Stufen L gilt L ~ |log, hl.

3.3.4 Geschachtelte lteration

Da wir das Mehrgitterverfahren als Iterationsverfahren formuliert haben, benotigen wir gute
Startwerte 3!, damit die Iteration zur Lésung von Agx, = by moglichst schnell konvergiert.
Motivation der folgenden geschachtelten Iteration NI, ist, dass Approximationen auf

einem Gitter der Stufe ¢ — 1 gute Startwerte fiir das /-te Gitter darstellen.

1. Ist £ = 0, so berechne vy = g = Aalbo;

2. Im Fall ¢ > 0 bestimme v,_; per geschachtelter Iteration NI, ; fiir Ay 12y 1 = by_;.
Verwende 73 := If v, ; als Startwert fiir m > 1 Schritte des Mehrgitterverfah-

rens MGM, und setze vy := z}°".

Bemerkung. Anstelle der m Schritte des Mehrgitterverfahrens MGM, in der geschachtelten
Iteration kann natiirlich auch das CG-Verfahren mit passender Vorkonditionierung verwendet
werden.

Im folgenden Satz untersuchen wir die Genauigkeit des durch die geschachtelte Iterati-
on NI, gewonnenen Startwerts v,. Danach reduziert die geschachtelte Iteration den Feh-
ler v, — z, auf die Grofse des Diskretisierungsfehlers. Dies ist ausreichend fiir die Konvergenz
der Finite-Elemente-Methode und vermeidet unnotige Iterationen.

Satz 3.15. Fiir die Finite-Elemente-Approximation u, € Vj, gelte ||u — up | g1(q) < ch® mit
einem « > 0. Ferner sei die Konvergenzrate p der m Mehrgitterschritte bzgl. der Norm ||| |||

kleiner als 2=%. Dann gilt
P o

h
1—20p ¢

llve = el |l < ¢f

12



3.3 Mehrgitterverfahren

(=14
(=3
(=2
(=1
=0

Abbildung 3.2: Geschachtelte Iteration bei V-Zyklus und fiinf Gittern.

Beweis. Wir zeigen, dass

lloe =zl < (2 + Dese b, €20,

mit der Konstanten ¢y aus (3.2). Fiir £ = 0 ist die Behautung wegen vy = zo klar. Sie sei
wahr fiir £ — 1. Wegen h,_y = 2h, folgt aus der Vorraussetzung an den Diskretisierungsfehler

Ju = werllm@) < c(2h)®,  |lu— wllm@) < chy.
Die Dreiecksungleichung liefert wegen 3t = I} v, 1, uy = Jp,ze und |||If_2|li = |||z||]x

nach (3.2)

25" = zell]1 < [[|ve—r — meoa ||l + collue—s — ull o) + collu — uell mi)

(2% 4+ 1)cac o

< (2 +1 .
< (2" +1)ege 1_90,

o, (2he)* + (2% 4 1)cochy =

Das Mehrgitterverfahren verkleinert den Fehler um den Faktor p, d.h. es ist

oz = ellly < plle" = el < (27 + Deacg o .

]

Die mit Hilfe der geschachtelten Iteration berechnete Approximation v, kann wiederum
als Startwert fiir weitere Schritte des Mehrgitterverfahrens verwendet werden. In diesem Fall
kann die Abschitzung aus dem letzten Satz (falls nétig) mit Hilfe von Satz 3.14 verbessert
werden.

Komplexitat der geschachtelten Iteration

Wegen der linearen Komplexitat des Mehrgitterverfahrens MGM, und des Ansteigens von n,
von einer Ebenen zur niichsten um den Faktor 2¢ gilt fiir den Aufwand der geschachtelten
Iteration

2d
cng+ne_1+neo+...)<c
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4 Nichtkonforme und gemischte
Methoden

4.1 Nichtkonforme Methoden
Bei einer Diskretisierung mittels konformer Elemente wurde dem kontinuierlichen Problem
weV: a(u,v)=1~»(v) firalleveV (4.1)
durch Wahl eines endlichdimensionalen Unterraums V,, C V ein diskretes Problem
up € Vi o alup,vp) = L(vy)  fiir alle v, € Vj,

zugeordnet. Beispielsweise in den folgenden Situationen stellt sich die konforme Diskretisie-
rung aber als unzweckmaéfig heraus:

e bei Verwendung einer Quadraturformel kénnen die Bilinearform a und das Funktional ¢
nur ndherungsweise bestimmt werden;

e bei Gleichungen hoherer Ordnung kann die Wahl eines Funktionenraums V;, C V' kom-
pliziert werden;

e krummlinige Rénder des Berechnungsgebietes €2 lassen im Allgemeinen keine exakte
Darstellung der Randbedingungen zu.

Sind die Bilinearform a und das lineare Funktional ¢ etwa durch numerische Integration
gestort, so ist (4.1) durch das endlichdimensionale Problem

up € Vi, - ah(uh,vh) = ﬁh(vh) fir alle vy, € V3, (42)

ersetzt. Dabei sei ¢, € V) und a5 : V), x V, = R auf dem Hilbert-Raum V}, stetig und
gleichgradig koerziv, d.h. es existiert eine von h unabhéngige Konstante cx > 0 mit

an(vp, vp) > ckllonl|y,  fiir alle vy € V.
Nach Satz 2.4 ist (4.2) eindeutig l6sbar. Neben dem FE-Approximationsfehler entsteht
bei (4.2) aber auch ein Konsistenzfehler. Den Einfluss dieser Storungen auf die Losung

beschreibt das folgende Lemma von Strang. Wir nehmen dazu zunédchst V;, C V und
I v =1 llv an.
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

Lemma 4.1 (erstes Lemma von Strang). Es sei u € V eine Lésung von (4.1). Die
Bilinearform ay, : V}, X Vj, — R sei gleichgradig koerziv und a : V x V' — R stetig. Dann gilt
fiir die Lésung uy, € Vi, C V' von (4.2)

o=l < jnf { (14 S ) ol 4ot sup 1) = nltnen) |
VR EVR CK

04wnLEV), ||whHV
l —/
+e sup [€(wn) — En(wr)|
0£wneVh l[wallv
Beweis. Fir v, € V;, und wy, := uj, — v, sehen wir wegen der gleichgradigen Koerzivitét

von ap

crcllun — vn )y < an(un — vn, up — vn) = an(un, wy) — an(vn, wy)
= lp(wp) + a(u, wp) — (wp) — ap(vp, wp)
= a(u — vy, wy) + {a(vp, wp) — ap(vp,wy)} + {n(wy) — (wy)}.

Division durch ||jwy, ||y liefert

{|a(u — Up, Wp)| N |a(vn, wy) — ap(vn, w)| N |[(wp) — ﬁh(wh)l}

ck|lun — vnlly < sup

0w eV, [|wn v [[wn v [[wn v
alvy, wy) — ap(vy, W O(wy) — b (w
SCSHU_Uh”V"i‘ sup {| ( hs h) h( hs h)l + | ( h) h( h)|}

Mit der Dreiecksungleichung ||u — up|[v < ||u—vp||v + ||up, — vp||v folgt die Behauptung. [

Beispiel 4.2 (Mass-Lumping). Essei V}, der Raum der stetigen, stiickweise linearen Funk-
tionen SH0(7). Wir wiihlen die Quadraturformel

Q(f) = Z 1(Di) f (Pr),

wobei py die Eckpunkte der Dreiecke 7 € T, und Dy eine Umgebung von p; bezeichnen, so
dass {Dy, k =1,...,n} eine Zerlegung von Q C R? bildet, sog. duale Vernetzung.

Indem man ((v) = [, fvdz durch die Quadraturformel ¢, (v) := Q(fv) ersetzt, erhélt man
bei Lipschitz-stetigem f

[€(vn) = ta(vn)| < AN [Vl
T€TH

Diese spezielle Substitution der Funktionale ¢ durch Naherungsformeln ¢, wird als mass-
lumping bezeichnet. Sie eignet sich besonders zur Diskretisierung von Randwertproblemen
der Form

—Au+c(x)u=f in Q,
u=0 auf 0.

Die zugehorige Bilinearform

a(u,v):/Vu~Vvdx+/cuvdx
Q Q

16



4.1 Nichtkonforme Methoden

wird dann durch
onlnn) = [ Fun Tvyda + 3 cloe)n(De)un(pen(p)
Q k=1
ersetzt. Wird aj, auf die Lagrange-Funktionen ¢;, p; angewendet, so erhdlt man

ah(%‘a ©;) = /QV%‘ -Vidr + C(pi)#(Di)5ij-

Bei Verwendung dieser Technik nimmt also insbesondere die Masse-Matrix M € R™™ mit
Eintrdgen m;; = (p;, ¢;)2 Diagonalgestalt an.

Finite-Element-Methoden, fir die V;, ¢ V' gilt, werden als nichtkonform bezeichnet. Im
Gegensatz zu konformen Methoden gilt im Allgemeinen nicht, dass || - ||y auf V}, definiert
ist. Daher verwendet man gitterabhéngige Normen || - ||v;, die auf V,, + V definiert seien;
vgl. Satz 2.64. Ebenso setzen wir voraus, dass die Bilinearform a;, fiir Funktionen in V;, + V'
erklart ist.

Die Differenz u — uy, der Losung u von (4.1) und der Lésung uy, € V), von (4.2) wird im
folgenden zum Céa-Lemma analogen Lemma in der Norm || - ||y, des Raums V}, abgeschétzt.

Lemma 4.3 (zweites Lemma von Strang). Sei a;, gleichgradig koerziv und stetig. Dann
gilt

c ) _ an(w, wy) — €p(w
|u — up|ly, < (1—1——5) inf ||u—vylly, +cx sup |an(u, wp) — € (wy)]
CK 'UhEVh Oiwhevh HwhHVh

Beweis. Sei v, € Vj,. Aus der gleichgradigen Koerzivitét folgt
e ||lun — Uh”%/h < ap(up — vp, up — vp)
= ap(u — vp, up, — vp) + {lp(up — vy) — an(u, up — vp)}.
Mit der Bezeichnung wy, := uj, — vy, erhalten wir nach Division durch ||wy, ||y,

|lan(u, wp) — £y (wy)]

|wallv,

cx |lun — vnllv, < esllu — vnllv, +

Wie im ersten Lemma erhélt man die Behauptung mittels Dreiecksungleichung. O

Bei nichtkonformer Diskretisierung erhilt man im Aubin-Nitsche-Lemma zwei zusétzliche
Terme.

Lemma 4.4 (Aubin-Nitsche). Seien die Hilbert-Rdume W und V' wie in Lemma 2.45.
Ferner gelte V;, C W und die auf V + V), definierte stetige Bilinearform a; stimme mit a auf
V' x V iiberein. Dann gilt

lw = upllw < sup

1
——{esllu = wnllv ity = wpnllv, + lon(u = wn, 1) — (= w, @)
orpew [lellw

+ |ah(u7 Uy — ugo,h) - g(uw) + £h<u@,h)|}'

Dabei bezeichnen u, € V und uy,, € V}, fiir jedes o € W die Losungen der dualen Probleme
a(w,uy,) = (w, p)w, w €V, bzw. ap(w, uyp) = (W, @)w, w € Vj.

17



4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

Beweis. Wegen der Einbettung von V in W und V), C W gilt u — u;, € W. Die Norm von
u — up, 1aBt sich mittels der Dualnorm

[ — wupllw = sup (u—un, )w
oreew  llellw

ausdriicken. Nach Definition von wuy, u, und u,j gilt fiir jedes p € W

(U — Up, SO)W = ah(% ucp) - @h(uh, U%h)
= ap(u — Up, Uy — Upp) + ap(Un, Up — Upp) + an (U — Up, Up p)-

Mit
an(up, Uy — Upp) = ap(up — u, Uyp) + ap(u, uy) — ap(un, Uy p)
= ap(un — U, uy) + (v — up, ©)w
und
an(u — up, U p) = ap(u, upp — Uy) + ap(u, uy) — ap(un, Upp)
= ap (U, upp — uy) + L(uy) — Ch(upp)
folgt
(4 — up, ©)w = ap(u — up, Uy — uap,h) — {an(u — up, U@) — (u — up, @)w}
—{an(u, uy —upn) — uy) + Ch(ugn)}-
Aus der Stetigkeit von a;, folgt die Behauptung. O

4.1.1 Das Crouzeix-Raviart-Element

Wir wenden diese Ergebnisse auf das einfachste nichtkonforme Element, das Crouzeix-
Raviart-Element, im Zusammenhang mit der Losung der Poisson-Gleichung mit homoge-
nen Dirichlet-Randbedingungen an. Wir gehen von einem polygonalen Gebiet 0 C R? aus.
Der Ansatzraum ist dann

Vi = {v € L*(Q) : v|, ist linear fiir jedes 7 € Ty,
v ist stetig in den Kantenmittelpunkten}.

Bei Nullrandbedingungen wird zuséatzlich gefordert, dass v = 0 in den Mittelpunkten der
Kanten auf 02 gilt. Jedes v € V}, ist eindeutig bestimmt durch seine Werte in den Mit-

Abbildung 4.1: Crouzeix-Raviart-Element

telpunkten mq, mo, m3 der Kanten. Bezeichnen zq, 29, 23 die Eckpunkte von 7 € 7, und
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1, P2, 3 die zugehorigen nodalen Basisfunktionen, so iiberzeugt man sich leicht davon,
dass

3
U|r = Z U(mi) i,
i=1

wobei ©; := @;11 4+ @iro — @;. Dabei nehmen wir an, dass die i-te Kante dem -ten Eckpunkt
gegeniiber liegt und alle Knotenindizes modulo 3 zu verstehen sind.

Die Funktionen v € Vj, sind aber nicht stetig. Es gilt zwar V}, C L*(Q2) aber V;, ¢ H'(Q).
Daher definieren wir

ap(u,v) = Z Vu-Vodz, {,(v)= / fodz  fiir u,v € Hy(Q) + Vi
Q

T€TLYT

und

1/2
[vllv, = (Z |U|?{1(T)> :

TETH

Im Hinblick auf das zweite Lemma von Strang geben wir die folgende Aussage an.

Lemma 4.5. Sei u € H}(Q) N H*(Q) die Losung von (4.1) und L,(w) := ap,(u, w) — £, (w).
Ist T, nicht-entartet, so gilt fiir alle w € V},

| Lu(w)] < chlul @) [[w]lv,

Beweis. Sei w € V. Dann gilt

L,(w) = ap(u,w) — lp(w) = Z /Vu -Vwdx —/wadx

T€ETH YT
= Z (/ wﬁyuds—/wAudx) —/fwdx
€T T T Q
:Z/ w@,,uds—/(Au—i—f)wdx:Z w Oyuds.
7'67—}7, or Q 767—}1 or

Da 0,u nur das Vorzeichen wechselt, je nachdem von welchem Element man eine innere
Kante betrachtet, gilt > - J_0,uds = 0 und somit

L,(w)= Z Z /(w —w,) yuds.
T€TL e€OT ¥ ©

Dabei ist w zwar nicht iiber e stetig, es gilt aber fiir e = 71 N

1 1
We = —/w|71 ds = —/w|72 ds.
lef Je lef Je

Da fiir den nodalen Interpolanten Ju € V}, gilt, dass 9,Ju auf jeder Kante e konstant ist, gilt
insbesondere

/(w — we)0,Juds =0

€
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

und somit nach der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung

Lu(w)] = > > [ (w—we) 8, (u— Tu)ds|

TET, ecOT €

<D = well oIV (1w = Tu) |2 0)-

TET) e€OT

Fiir u € H%(7) erhalten wir nach dem Spursatz 2.22 und Lemma 2.61 auf dem Referenzele-
ment 7
|V (u = Ju) || r209) < cllu — Tul|p2iy < Nulpze).

Mit der Transformationsformel folgt daraus fiir 7 € 7},
IV (w = Fu) | 29r) < ch'?|ulpzr).
Ebenso folgt mit dem Bramble-Hilbert-Lemma fiir jede Kante e € 07 und w € II
[0 — well2e) < clwlm),

weil die linke Seite fiir konstante Funktionen verschwindet, und daraus mit der Transforma-
tionsformel fiir e € 07 und w € V},

Hw — weHLz(e) S chl/zlw]Hl(T).

Hieraus erhilt man mit Hilfe der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung fiir euklidische Skalar-
produkte

1/2 1/2
RCTED SUISETEERY 0 oI R Do

TETH TETH TET

< chlulm2@l[wllv;,-
O

Bemerkung. Inspiziert man den Beweis des letzten Lemmas, so erkennt man, dass die
Aussage auch fiir w € Vj, + H} () gilt.

Beachtet man nun, dass die stiickweise linearen konformen Elemente in V}, enthalten sind,
liefert Satz 2.64 und das zweite Lemma von Strang

lu = unlly, < chlulpzq) < ch|lflli2)- (4.3)

Um den Fehler in der L2-Norm zu messen, wenden wir das Aubin-Nitsche Lemma 4.4 an.

Satz 4.6. Sei T;, ein Familie nicht-entarteter Triangulierungen von Q C R?. Ferner seien
uw € H*(Q) und f € L*(Q). Dann gilt fiir den Diskretisierungsfehler des Poisson-Problems
bei Crouzeix-Raviart-Elementen

| — unl| L2y + Pllu — usllv, < ch2|u|H2(Q).
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Beweis. Um das Aubin-Nitsche Lemma anzuwenden, setzen wir V = HJ () und W = L*(Q).
Die Differenz u, — u, , der Losungen der dualen Probleme schitzen wir mit (4.3) ab:

[ty = g pllv, < chllllL2o)
Ferner folgt fiir die beiden Zusatzterme im Aubin-Nitsche Lemma
|an(u = un, up) = (u = un, @)w| = |[Lu, (v — up)| < chlug|pzo)llu — unlly,
< dhl[ellz@ollu — unllv,-
und
|an(u, up — upn) — (f,up — Upn)w| = [Lu(uy — upn)| < chlulpz)llug — upnllv;-

Daher erhalten wir
lu = unl|z2() < chllu — up|ly, + ¢ h2|u]H2

und mit (4.3) die Behauptung. O

4.1.2 Polygonale Approximation krummliniger Rander

Bisher haben wir immer angenommen, dass €2 C R? polygonal ist. Bei nicht-polygonalen
Gebieten 2 bendtigt man krummlinige Elemente in der Zerlegung 7;, von €.
Im Folgenden beschrinken wir uns auf lineare Dreieckselemente

Vi, :=={v € C(Q) : v, ist linear fiir jedes 7 € T,
v(z) = 0 fiir jeden Knoten x € 02 der Zerlegung}

bei Gebieten  C R?. Dann gilt V;, ¢ H}(Q). Wegen V;, C H'(Q) bendtigt man aber keine
gitterabhéngigen Normen und kann a; = a und ¢, = h setzen.

Lemma 4.7. Sei Q ein C?-Gebiet und Tj, eine Familie nicht-entarteter Zerlegungen. Dann
gilt
lvnllL200) < ch3/2\vh|H1(Q) fiir alle vy, € V3,

Beweis. Sei 7 € T, ein Element mit krummlinigem Rand I'; := 7 N 9. Wir zeigen

/ v; ds §ch§/|Vuh|2dx.
or T

Die Behauptung folgt hieraus durch Summation iiber alle Dreiecke 7 € Tj,.

Wir diirfen annehmen, dass die beiden Knoten in I'; auf der x;-Achse liegen. Die Koordi-
naten dieser beiden Punkte seien (&, 0) und (¢',0) und der Rand I'; werde durch xo = ¢(z1)
beschrieben. Wegen ¢(§) = ¢(¢') =0, |€ — &| < h, gilt fiir £ <z < ¢

()] < ch?, c:= max |¢"(z1)]. (4.4)

§<z<¢’

Da vy, € V}, in 7 linear ist und somit entlang der z;-Achse verschwindet, gilt vy, (z1, x2) = bxs
und damit |Vu,| = b. Wegen |¢'| < ¢ folgt

/ vi ds :/ lbp(z1)[*A/1 + |¢f (21)|>day < cb2h4/ 1dz, = cb®h?.
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

Da die Flache von 7 nach unten durch die des Innenkreises abgeschétzt werden kann, gilt
h2
T—b* < /|Vvh\2dx.
Ce T

Der Vergleich der beiden letzten Abschatzungen ergibt die Behauptung. O

Sei u € H}(Q) die Losung des Poisson-Problems und u;, € Vj, die zugehdrige schwache
Losung, d.h.
a(un,vy) = (f,vn)r2@) fiir alle v, € Vj,.

Wir schiitzen den Diskretisierungsfehler in der H'-Norm ab.

Satz 4.8. Sei ) ein C?-Gebiet und f € L*()). Dann gilt bei nicht-entarteter Zerlegung Ty,

lu = upllme) < chllullaz@) < Rl fllez@)-

Beweis. Wegen der Glattheit des Randes ist u € H?(2) N H}(Q). Mit partieller Integration
ergibt sich fiir v, € Vj, € H'(Q)

(f7 Uh)L?(Q) = (—AU,Uh)B(Q) = G(U,Uh) —/ vpO,uds.
oQ

Mit der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung, dem Spursatz und Lemma 4.7 folgt

la(u,v) = (f,vn) 2@l <l Vull oo lvall 2e0) < ¢ h*?lull gz lvallm ).

Die Behauptung folgt aus dem zweiten Lemma von Strang. Dabei ist zu beachten, dass die
erhohte Konvergenzordnung der letzten Abschétzung vom Approximationsfehlers

oy 11 = ol o

dominiert wird. O

Ersetzt man die krummlinigen Kanten in 7, durch Sehnen, so erhélt man polygonale
Approximationen , an das urspriingliche Gebiet Q2. Man beachte, dass dabei wegen (4.4)
nur eine Fliche 7/ := 7N (Q\ Q) mit

u(r') < chp(r) (4.5)
abgeschnitten wird. Daher bleibt die Abschétzung aus dem letzten Satz richtig, wenn a durch
ap(u,v) = Vu-Vudz
Qp
ersetzt wird. Es ist ndmlich |ap(u, vn) — a(u, vp)| < [Jullm@)l|vnl @0, und weil Vo, fiir

vp, € Vj, auf jedem Element 7 konstant ist, folgt aus (4.5)
[onll ar@nn) < ehllonllare)-

Da Lemma 4.7 nicht fiir v, € V}, + H}(Q) gilt, konnen wir das Aubin-Nitsche-Lemma 4.4
nicht anwenden, um Abschéitzungen fiir die L?-Norm zu beweisen. Wir miissen daher im Fall
der Randapproximation einen gesonderten Beweis fiihren.
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4.1 Nichtkonforme Methoden

Satz 4.9. Unter den Voraussetzungen von Satz 4.8 gilt ||u — up||r2) < ¢ h®? ||lul| g2(q)-

Beweis. Zu w = u — uy, sei ¢ die Lésung von
—Ap=win Q, ¢ =0 auf 0.

Weil Q glatt ist, ist ¢ € H*(Q) N Hi(Q) und |¢[lp2@) < cllwlrz@). Im Gegensatz zu

Umformungen bei konformen Elementen erhalten wir wegen w ¢ H} () aus der Greenschen
Formel Randterme

[wl[Z2q) = (w, =Ap) L2y = a(w, @) — /mw(%gods.

Da fiir beliebige v;, € V}, wegen ¢ € Hj(Q) gilt

a(w,vy) = a(u,vy) — alup, vp) = (—Au, v4) 12(0) +/ v Opuds — (f,vn) 2

o0
= / Up, 5’,,u ds = / (80 - Uh) allu dSv
o0 o0

folgt
o220y = alw, o — w3) — /

o0
Fiir die Wahl v, = J,¢ erhalten wir nach Satz 4.8

(p —vp) Oyuds — / w O, pds. (4.6)
20

a(w, o —wvp) < esl|w|lg o lle — vrllm@) < chllwl| g llella g
< chllwllmvewllzz) < ch?[lull w2 w2 ).

Um den zweiten Term in (4.6) abzuschétzen, benotigen wir noch die Approximationsaussage
o = Tnellrzen) < ch®?|¢llm@), die mit dem Spursatz und der Transformationsformel
gezeigt werden kann. Die Anwendung des Spursatzes auf Vu liefert

(8o, © — i) r200)| < IVl 200yl — vallz00) < ¢ ¥ ||l 2@ llol r2()

< h3/2||u||H2(Q)||w||L2(Q)‘

Den letzten Term in (4.6) schitzen wir mit Hilfe von Lemma 4.7, Satz 4.8 und dem Spursatz
ab:

[(w, 0,0) 200y | < |u — unllL200) | Vol 200) = lunllz200) IV |l 2200
< PP lupllm@llella @) < e {{lull @ + lv — ullm @ Hlwl 2@

< B ul| 2oy l|w]| 2oy
Zusammen haben wir
Ju— Uh”%%m = HWH%%Q) < ch3/2HUHH2(Q)HwHL2(Q),

woraus die Behauptung folgt. O
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

4.2 Gemischte Finite Elemente

Wir betrachten exemplarisch die Poissonsche Differentialgleichung mit homogenen Dirichlet-
Randbedingungen
—Au= fin Q, wu=0 auf 0.

Dieses Problem kann als einfaches Modell zur Beschreibung der Auslenkung einer eingespann-
ten Membran bei dufserer Last f interpretiert werden. Die bisher betrachteten numerischen
Methoden liefern Approximationen u;, an die Auslenkung u. Fiir technische Anwendungen
sind aber die Spannungskrifte Vu mindestens genauso wichtig. Zwar kénnen wir Appro-
ximationen an die Spannung durch Differentiation der Approximation wu, gewinnen, diese
wird aber i.A. um eine h-Potenz schlechter approximiert werden. Bei den sog. gemischten
Finite-Elemente-Methoden fiihrt man ¢ := Vu € R? als neue Variable ein, d.h. man
betrachtet das System erster Ordnung fiir [o, u]

—dive = f in €,
—Vu+0=0 in Q,
u =0 auf 092.

Die direkte Approximation erlaubt eine hohere Genauigkeit als der indirekte Zugang iiber
Differentiation von uj,. Um hierzu eine Variationsformulierung aufzustellen, integrieren wir
die erste Gleichung partiell

(0, V) 20y = (f,0) 12 filr alle v € HY(Q), (4.7a)
—(Vu, )2 + (0, 7)12(0) = 0 fiir alle 7 € [L?(Q)]. (4.7b)

Die Losung suchen wir im Produktraum X := [L%*(Q)]? x H}(Q), der mit der Norm
llos ulllx = llollz@) + |ula o)
ausgestattet sei. Aquivalent zu (4.7) haben wir das Variationsproblem
o,u] € X : A(lo,u], [r,v]) = £([r,v]), [r,v] € X,
mit der Bilinearform A: X x X — R
A(lo,u), [T, v]) :== (0, V) r2(0) — (Vu, T) 2(0) + (0, T) 12(03)
und der Linearform ¢ : X — R definiert durch £([7,v]) = (f,v)12(q). Wegen

|A([o, ul, [7, )] < lloflz2@|v]a@) + [ular @)l Tl 2 + lollz2@ll7ll2 @)
<A{llollzz@) + lulzr @ HIITll 22 ) + [v]m1 )}

= ll[o, u]llx I vl x
ist A stetig. Die Bilinearform ist jedoch nicht koerziv, weil
A([r, 0], [1,0]) = (7, Vo) () — (Vo, T) 1200 + 171720 = 1711 Z2(0)

nicht von v abhangt. Daher lassen sich die bisher entwickelten Techniken nicht anwenden.

24



4.2 Gemischte Finite Elemente

4.2.1 Die inf-sup Bedingung
Im Folgenden stellen wir eine Losbarkeitstheorie fiir allgemeine Variationsprobleme
weV: alu,w)=~L0w), weW, (4.8)

mit der Bilinearform a : V' x W — R und den Hilbert-Radumen V, W vor. Dazu verwenden
wir den aus der Funktionalanalysis bekannten Satz vom abgeschlossenen Bild (engl. closed
range theorem,).

Sei dazu T': X — Y ein linearer Operator zwischen den Banach-Rdumen X und Y. Dann
ist der zu T adjungierte Operator 7" : Y’ — X’ definiert durch

(T'p)(x) = o(Tx), z€ X und p €Y'
Ferner definiert man die Polare des abgeschlossenen Unterraums U C Y’

U :={yeY:p(y) =0 fir alle p € U}.

Satz 4.10 (Satz vom abgeschlossenen Bild). Sei T': X — Y linear und stetig zwischen
den Banach-Rdumen X und Y. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(i) Das Bild RanT ist abgeschlossen in Y .

(ii) Es gilt RanT = (Ker T")°.

Mit Hilfe dieser Aussage kénnen wir die Losbarkeit von (4.8) untersuchen. Dazu definieren
wir durch

(Av)(w) = a(v,w), veV,weW,

einen linearen Operator A : V. — W' Fiir den zu A adjungierten Operator A’ gilt dann
(Aw)(v) =a(v,w),veV,weW.

Satz 4.11. Das Problem (4.8) besitzt fiir jedes { € W' eine eindeutige Losung u € V, falls
die folgenden Bedingungen erfiillt sind:

(i) Die Bilinearform a ist stetig, d.h. |a(v,w)| < cs||v||v||w||w fiir allev € V, w € W;
(ii) Es gilt die inf-sup-Bedingung

iIlf sup M 2 CE > O7 (49)
0veV ozwew [|v]lv [lwllw

(iii) Zu jedem 0 # w € W existiert ein v € V mit a(v,w) # 0.

In diesem Fall ist Ran A = W' und fiir die Losung u gilt ||ully < cg'||€]|w

Beweis. Die Stetigkeit von a iibertragt sich auf A. Ferner ist A injektiv, weil aus Av; = Avy
folgt supg,ew a(vi — v2,w) = 0 und nach (4.9) v; — vy = 0. Zu jedem ¢ € Ran A existiert
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

dann ein eindeutiges Inverses A~tp. Nach (4.9) folgt || Av||w: > cgl||v||v fiir alle v € V und
hiermit die Stetigkeit von A~! auf Ran A:

1
A v < chpHW/ fiir alle ¢ € Ran A.

Wegen der Stetigkeit von A und A~! ist Ran A abgeschlossen in W’. Aus Satz 4.10 folgt
Ran A = (Ker A’)° und nach Voraussetzung ist wegen der Reflexivitit' von Hilbert-Rdumen

Ker A= {w e W :a(v,w) =0 fir alle v € V} = {0}.

Daher ist Ran A = {0}° = W', was die Surjektivitit von A zeigt. Fiir beliebiges ¢ € W’
erhalten wir daher die Losung u := A~'/. Diese ist wegen der Injektivitit von A eindeutig.
Die Stabilititsaussage folgt aus der Stetigkeit von A~ O]

Die inf-sup-Bedingung ist also dquivalent mit der Stetigkeit von A und A~

Korollar 4.12. Ist a stetig, so sind folgende Aussagen aquivalent.
(i) Es gilt die inf-sup-Bedingung (4.9);
(ii) Der Operator A : V — (Ker A’)? ist ein Isomorphismus mit || Av|w > cgllv|v, v € V;

(iii) Der Operator A’ : (Ker A')t — V' ist ein Isomorphismus mit ||A'wl||v: > cgllw|lw,
w € (Ker A")*+.

Beweis. Aus dem Beweis von Satz 4.11 sieht man, dass aus (i) die Aussage (ii) folgt.

Gilt (ii), so folgt aus ||Av||w > cg||v||v fir alle v € V' die Bedingung (4.9). Ferner ist zu
jedem ¢ € (Ker A')* durch w +— (w,q)w ein Funktional ¢ € (Ker A")° mit ||¢|lw = |lq|lw
erklart. Da A ein Isomorphismus ist, gibt es ein p € V mit a(p, w) = (w, q)w fir alle w € W.
Somit folgt [lgllw = [l¢llwr = [|Apllw’ > exllpllv und mit a(p, q) = llqlfy

2

a\v,q a\p,q q
sup ( ) Z ( ) — ” ||W Z CEHQHW
ozvev |[V]lv Ipllv— llpllv
Wegen || Av||y > 0 fiir alle v # 0 erfiillt A’ : (Ker A')t — V' die drei Voraussetzungen von
Satz 4.11, und wir erhalten (iii). Ist umgekehrt A’ : (Ker A’ )L — V' ein Isomorphismus, so
gilt fiir gegebenes v € V

p(v) (A'w)(v)

vy = sup ——— = sup
ozoev' [|0llve otwe(ker aryr [[A" W]y
- sup —CL(Z}’ w) <! sup —CL(U’ w)
0£we (Ker A)L ”AwHV/ 0#we(Ker A)+ “wHW

und somit (i). O

'Ein Banach-Raum V heifit reflexiv, falls V" = V.
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4.3 Sattelpunktprobleme und restringierte Variationsprobleme

Bemerkung. Satz 4.11 ist eine Verallgemeinerung des Satzes von Lax-Milgram, weil im
Fall V' = W und einer koerziven Bilinearform die inf-sup-Bedingung

inf  sup G(U—’MZ inf _CL(U’;}) > CK
0£veV ozwev [[vllvllwlly  ozvev v}

gilt. Die Bedingung (iii) in Satz 4.11 ergibt sich, indem man v = w wéhlt und die Koerzivitét
verwendet.

Zu (4.8) kann auch eine zum Céa-Lemma analoge Konvergenzaussage fiir die Losung des
diskreten Problems

up € Vi o alup,wy) = Lwy), wy € Wy, (4.10)

bei konformer Diskretisierung V;, C V und W), C W bewiesen werden.

Satz 4.13. Die Bedingungen aus Satz 4.11 seien sowohl fiir die Hilbert-Raume V, W als
auch fiir die konformen Finite-Element-Raume V;, C V und W, C W erfiillt. Dann gilt fiir
die eindeutig bestimmte Losung uy, € Vj

Cs .
lu — uplly < (l—i—c—) inf ||u— vp|v-
B

vRLEVR

Beweis. Fir ¢(w) := a(u — vy, w) gilt ||@|lwr < cs||lu — vp||v. Ferner gilt fiir Ay, : Vi, — W)
definiert durch (Anvy)(wy) := a(vy, wy) fiir v, € Vi, und wy, € Wy, dass |4, < 1/cp. Aus
der Galerkin-Orthogonalitét erhéalt man

o(wp) = a(u — vy, wp) = alup, — vp, wy) = (Ap(up —vp))(wp),  wp € W

Also folgt ¢|w, = An(uy — vp,) oder dquivalent uy, — vy, = A; 'y, . Hieraus folgt

1 Cs
lun = vnllv < —llellw < —=l[lu —wnllv
CE Cg

und mit der Dreiecksungleichung die Behauptung. n

4.3 Sattelpunktprobleme und restringierte
Variationsprobleme

Setzt man a(v,w) = (v, w)r2q), b(v,q) = —(v,Vq)120) und V = [L*(Q)]4, W = H(2), so
ist (4.7) von der Form: suche (u,p) € V. x W

a(u,v) +b(v,p) = f(v) firallev €V, (4.11a)
b(u, q) =g(q) firalle g e W. (4.11b)

Dabeisind f € V', g€ W/ unda : VxV — R, b: VW — R stetige Bilinearformen mit Ste-

tigkeitskonstanten cg bzw. cg. Probleme dieser Struktur werden als Sattelpunktprobleme
oder gemischte Variationsprobleme bezeichnet.
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

Die Losbarkeit von Sattelpunktproblemen untersuchen wir im Zusammenhang mit re-
stringierten Variationsgleichungen

ueG: alu,z)=f(z) firallezeZ. (4.12)
Dabei ist durch die Menge
G:={veV:bv,q)=g(q) fir alle g € W}

die Nebenbedingung vorgegeben und Z := {v € V : b(v,q) = 0 fiir alle ¢ € W}.

Satz 4.14. Es sei a auf Z koerziv. Gilt G # (), so besitzt (4.12) eine eindeutige Lésung
u € G. Fiir diese gilt

1 Cg
laly < 117l + (— . 1) sollell
CK Ck vEG

Beweis. Sei v € G. Wegen der Bilinearitdt von b gilt v + z € G fiir alle z € Z. Andererseits
lakt sich v € G auch durch
u=v+2z (4.13)
mit einem Z € Z darstellen. Die Aufgabe (4.12) ist damit dquivalent zur Bestimmung eines
Z € Z mit
a(z,z) = f(z) —a(v,z) fir alle z € Z. (4.14)

Wegen der Voraussetzung kann das Lemma von Lax-Milgram angewendet werden. Also
ist (4.14) und damit auch (4.12) eindeutig 16sbar. Aus (4.14) folgt fiir z = 2

i 1
IZ]lv < ;(llf“v’ +csllvllv). (4.15)

Mit (4.13) und der Dreiecksgleichung erhélt man hieraus die Behauptung. O
Beispiel 4.15. Wir betrachten das Poissonsche Randwertproblem

—Au=fin Q, wu= g auf 0.
Mit V = HY(Q) und W = H~Y/2(9) lisst sich

a(v,w):/QVv-dex, f(v):/gfvdx,

b(v,q)z—/quds, g(q):—/mqus

wahlen. Man erhilt damit

G:{veHl(Q):/

vgds = / gqds fiir alle ¢ € H™/2(00)}
o9 )

sowie Z = H}(Q). Die Dirichletschen Randbedigungen lassen sich auch in der Form u € V,
You = g mit dem Spur-Operator 7o : V — HY2(9Q) schreiben. Im vorliegenden Fall ist die
Bedingung G # ) zu der hiufig angegebenen Forderung g € H'/2(0%) dquivalent.

Wir untersuchen nun den Zusammenhang der Losbarkeit von (4.11) bzw. (4.12).
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Lemma 4.16. Ist (u,p) € V x W eine Liésung des Sattelpunktproblems (4.11), dann 16st u
die restringierte Variationsgleichung (4.12).

Beweis. Der zweite Teil von (4.11) ist dquivalent zu v € G. Fir z € Z C V gilt wegen
p € W, dass b(z,p) = 0. Mit dem ersten Teil von (4.11) liefert dies

a(u,z) = f(z) firalle z € Z.
Folglich ist u eine Losung von (4.12). O

Im Folgenden untersuchen wir die Umkehrung dieses Lemmas, d.h. wir werden zeigen, dass
zu jeder Losung u von (4.12) ein p € W existiert, so dass (u, p) das Sattelpunktproblem (4.11)
16st. Das orthogonale Komplement Z+ zu Z bildet einen abgeschlossenen Unterraum von V.
Daher léfst sich der Raum V' als direkte Summe

V=Z®Z"
darstellen. Wegen (4.12) 16st (u,p) € V- x W genau dann das System (4.11), falls
b(v,p) = f(v) — a(u,v) fiir allev € Z+. (4.16)
Fiir die Losbarkeit der letzten Gleichung bzgl. p setzen wir die folgende nach Ladyshenskaja,
Babuska und Brezzi benannte LBB-Bedingung fiir b voraus.

Lemma 4.17. Die Bilinearform b erfiille die LBB-Bedingung

b
sup (v.9) > cupsl|qllw fiir alle ¢ € Y+, (4.17)
ovev [vllv

wobei Y :={q € W : b(v,q) = 0 fiir alle v € V'}. Dann besitzt (4.16) eine Losung p € W.

Beweis. Wegen der Bilinearitat und Stetigkeit von b wird durch (Bv)(q) := b(v, q) ein stetiger
linearer Operator B : V' — W’ definiert. Aus Korollar 4.12 (iii) angewendet auf A = B’ und
V =Y folgt wegen der LBB-Bedingung

| Bv|lw > cupgllv]|y  fiir alle v € Z+. (4.18)

Es bezeichne R : W’ — W den Rieszschen Darstellungsoperator, und wir definieren eine
symmetrische, stetige Bilinearform d : V' x V' — R durch

d(w,v) := (Bv)(RBw) = (RBv, RBw)y fiir alle v,w € V.
Mit (4.18) erhélt man
d(v,v) = |RBv|3, = |Bv||% > ciggllvll3  fiir alle v € Z+.
Somit ist d Z+-koerziv, und nach dem Lemma von Lax-Milgram gibt es ein y € Z+ mit
d(y,v) = f(v) — a(u,v) fiir allev € Z+.
Das durch p := RBy € W definierte Element 16st (4.16). O

Wir fassen die Ergebnisse zusammen.
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

Satz 4.18. Es sei a auf Z koerziv. Fiir b gelte die LBB-Bedingung (4.17). Ist G # 0, so
besitzt das Sattelpunktproblem (4.11) mindestens eine Losung (u,p) € V x W. Dabei ist die
erste Komponente u € V eindeutig bestimmt, und es gelten die Abschétzungen

1 1 Cs
ullvy < —IIfllv + — (— + 1) llgllw
CK CLBB \ Ck

und

i 1 Cs cs
inf [lp+ yllw < —— (— ; 1) {Hwa i ngw} .
yey CLBB \ CK CLBB

Beweis. Nach Satz 4.14 besitzt die restringierte Variationsgleichung (4.12) eine eindeutige
Losung u € G. Mit Lemma 4.17 folgt die Existenz einer Komponente p € W, so dass
(u,p) € VxW das Sattelpunktproblem (4.11) 16st. Weil nach Lemma 4.16 die V-Komponente
jeder Losung von (4.11) auch (4.12) 16st, ist die Komponente u eindeutig bestimmt.

Das Element u € V wird durch u = v + Z mit 2 € Z, v € Z* ecindeutig dargestellt. Die
Bilinearitét von b, (4.11) und (4.18) liefern

gllw = || Bullw: = || Bv|lw+ > cLss||v]|v.

Somit gilt |lv|lv < cigpllgllws. Weil mit u € G auch v € G ist, erhiilt man mit (4.15) die
Abschétzung

~ 1 1 Cs
full < lolle + 12y < S+ = (2 1) gl
CK CLBB \CK
Wir untersuchen nun die zweite Komponente p € W. Aus (4.16) folgt
v p)| < [f ()] + lalu, 0)| < (Ifllv + esllully)llvlly  fiir alle v € Z*

und somit
b(v,p)
sup
ozvev [v]lv

Weil ein y € Y existiert mit p +y € Y+, folgt mit (4.17)

< [fllve + esllullv-

b(v,p+y
cwwwlp+lhw < sup PEZED < gy el
ozvev  lvllv
Unter Beachtung der ersten Abschitzung folgt somit die gesamte Behauptung. O]

Bemerkung. Gilt Y = {0}, so erkennt man aus dem Beweis von Lemma 4.17, dass die
W-Komponente und somit die gesamte Losung (u,p) € V x W von (4.11) eindeutig ist. Die
beiden Abschétzungen des vorangehenden Satzes stellen dann Stabilitdtsabschdtzungen zum
Einfluss der Stérungen in f und g auf die Losung (u, p) dar.

Sattelpunkte und Optimalitatskriterien

Ist die Bilinearform a symmetrisch und gilt a(v,v) > 0 fiir alle 0 # v € Z, so bildet die
restringierte Variationsgleichung (4.12) eine notwendige und hinreichende Bedingung dafiir,
dass u € G das Variationsproblem

minimiere J(v) := %a(v,v) — f(v) {tberveG (4.19)
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4.3 Sattelpunktprobleme und restringierte Variationsprobleme

16st; siche Ubungen. Wie in Abschnitt 4.1 der Einfiihrung in die Numerik definieren wir das
zu diesem Problem gehorende Lagrange-Funktional

L(v,q) == J(v) +b(v,q) — g(q) firalleveV, qgeW.

Mit Hilfe des Lagrange-Funktionals L kann ein hinreichendes Optimalitatskriterium fiir (4.19)
in Sattelpunktform angegeben werden. Dabei heifst (u,p) € V x W Sattelpunkt von L, falls

L(u,q) < L(u,p) < L(v,p) firalleveV,geW. (4.20)

Lemma 4.19. Es sei (u,p) € V x W ein Sattelpunkt von L. Dann Iést die zugehdrige
Komponente v € V' das Variationsproblem (4.19).

Beweis. Wir zeigen zunéchst, dass u € G gilt. Aus dem linken Teil von (4.20) folgt
b(u,q) — g(q) < b(u,p) —g(p) fiir alle g € W. (4.21)

Weil W ein linearer Raum ist, hat man ¢ := p+y € W fiir alle y € W. Unter Beachtung
der Linearitét von b(u, -) und g liefert damit (4.21) die Abschétzung

b(u,y) —g(y) <0 fir alley € W.

Mit y € W ist auch —y € W. Also folgt b(u,y) — g(y) = 0 fir alle y € W und hieraus u € G.
Mit dem rechten Teil von (4.20) erhélt man fiir alle v € G

J(u) = J(u) +b(u,p) — g(p) = L(u,p)
< L(v,p) = J(v) + b(v,p) — g(p) = J(v).

Damit 16st u das Variationsproblem (4.19). O

In Satz 2.1 haben wir im Fall einer symmetrischen Bilinearform gezeigt, dass das Minimum
des Energiefunktionals J mit der Losung des Variationsproblems {ibereinstimmt. Im folgen-
den Satz zeigen wir, dass die Losung des Sattelpunktproblems (4.11) mit dem Sattelpunkt
(also dem Minimum fiir ¢ = p und dem Maximum fiir v = u) {ibereinstimmt.

Satz 4.20. (u,p) € V x W ist genau dann Losung des Sattelpunktproblems (4.11), wenn
(u,p) ein Sattelpunkt ist.

Beuweis. siehe Ubung. O

4.3.1 Konforme Approximation gemischter Variationsgleichungen

Wir betrachten nun eine konforme Finite-Elemente-Diskretisierung der gemischten Varia-
tionsgleichung (4.11). Entsprechend seien V;, C V und W), C W gewéhlt. Gesucht wird eine
Losung (up, pr) € Vi, x W), der diskreten gemischten Variationsgleichung

a(up, vp) + b(vp, pr) = f(uy) fir alle v, € Vp,, (4.22a)
b(uh, qh) = g(qh) fiir alle qn € W, (422b)
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

Diese Finite-Elemente-Diskretisierung von (4.11) und damit letztlich von (4.12) wird Me-
thode der gemischten finiten Elemente genannt. Die Losbarkeit wie auch die Stabilitat
der Losungen von (4.22) untersuchen wir analog zum stetigen Fall. Es sei

G :={vn € Vi, : b(vn, @) = g(qn) fiir alle g, € W)}

sowie Zy, := {v, € V}, : b(vp, qn) = 0 fir alle g, € W),}. Wir weisen darauf hin, dass trotz der
getroffenen Voraussetzung V;, C V im Allgemeinen gilt

Ghn¢ G und Z, ¢ Z.

Damit folgt aus der Z-Koerzivitat von a nicht automatisch deren Z;-Koerzivitat. Wir setzen
daher voraus, dass cx > 0 existiert mit

cxllonll¥ < alvn, vy)  fiir alle vy, € Z,,. (4.23)
Ferner gebe es eine Konstante cygg > 0 derart, dass

b
sup blvn, an) > crpsllgnllw  fiir alle g, € V- (4.24)

0#£vp€Vh HUhHV

mit Y, = {qn € Wy, : b(vp,q) = 0 fir alle v, € V,} gilt. Unter den getroffenen Voraus-
setzungen ldsst sich Satz 4.18 unmittelbar auf das diskrete Problem (4.22) tibertragen. Wir
erhalten

Satz 4.21. Es sei G, # @, und a erfiille die Bedingungen (4.23) und (4.24). Dann be-
sitzt (4.22) mindestens eine Losung (up,py) € Vi, X Wy, Die erste Komponente uy, € V}, ist
dabei eindeutig bestimmt, und es gelten die Abschatzungen

1 1 Cg
lanlly < =1l + —— (— ; 1) lgllwe
CK CLBB \ CKk

und

q 1 Cs Cs
inf |lpn +ynllw < —— (— + 1) {||f||v' + ||9||W'} :
YnE€Yh CLBB \ CK CLBB

Der Einfachheit halber untersuchen wir das Konvergenzverhalten der Methode der ge-
mischten finiten Elemente fiir den Fall Y}, = {0}. In diesem Fall kann die Konvergenzanalyse
von Galerkin-Verfahren angewendet werden.

Satz 4.22. Die Bilinearformen a und b erfiillen die Voraussetzung der Sétze 4.18 und 4.21.
Ferner gelte

b(vn, qn)

sup ——=

> crpsl|qnllw  fiir alle g, € W, (4.25)
0#vp €EVR ”UhHV

Dann gilt fiir die Differenz der Lésung (uy, pp) von (4.22) und der Losung (u, p) von (4.11)

_ _ < od it lu— inf (|p—
= wlly + = pal < o inf lu—unll + ing I~ anlw

mit einer Konstanten ¢ > 0.
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4.4 Lésbarkeit der gemischten Formulierung des Poisson-Problems
Beweis. Die Bedingung (4.25) sichert die Giiltigkeit von Y, = {0}. Zunéchst erhalten wir
fiir beliebige vy, € V3, qn € Wy, dass

a(uh — ﬁh, Uh) —+ b(vh,ph — dh) = CL(’LL — 2~Jh, Uh) —+ b(vh,p — (jh) fur alle Vp € Vh,
b(uh - ZN)h, qh) = b(u — ’IN)h, qh) fir alle qn € Wh.

Unter Beachtung von Y}, = {0} folgt hieraus mit Satz 4.21

N Cg c Cg . c .
[[un — Onll < {— + = (— + 1) } lu — o)l + == lp — Gl
Ck  CLBB \CK CK

~ 1 c ~ c ~
o — Gull < —— (—S s 1) {c'sup— @l + s (1+ s ) ||u—vhu}.
CIBB \ CK CLBB

Nutzt man ||u — up|| < ||u— Op|| + ||un — Onl| bzw. ||p —pull < |lp — @ull + P — Gnl|, so erhélt
man hieraus die Behauptung. O

und

Die Giiltigkeit der diskreten LBB-Bedingung (4.25) direkt zu iiberpriifen, ist oft schwierig.
Das folgende Kriterium gibt eine einfache, hinreichende Bedingung an.

Lemma 4.23 (Kriterium von Fortin). Die Bilinearform b geniige der LBB-
Bedingung (4.17). Sei Vi, x W), C V' x W eine Familie von Teilrdumen, so dass Projektoren
II;, - V — V), existieren mit

b(v — v, q,) =0 fiir allev € V und ¢, € W),

und |[IIpv||v < enljv||v fiir alle v € V' mit einer h-unabhéngigen Konstanten ¢y > 0. Dann
erfiillt b auch die diskrete LBB-Bedingung (4.25).

Beweis. Nach Voraussetzung gilt wegen II,v € V), fiir alle ¢, € W), C W

b b(I1 b(II
ceeBllgnllw < sup M: sup M < eg sup (Ixv, qn)
ozvev |[Vllv omeev ]y ozvey ||pv]lyv
b
<op sup A0
0FAveVR [v]lv
Hieraus folgt die Behauptung mit ¢ g := crpp/cn- 0

4.4 Losbarkeit der gemischten Formulierung des
Poisson-Problems

Wir haben das Kapitel mit einer gemischten Formulierung (4.7) des Poisson-Problems be-
gonnen. Nach den allgemeinen Aussagen zu Existenz und Eindeutigkeit solcher Probleme,
soll nun gepriift werden, ob (4.7) und eine weitere Formulierung den Voraussetzungen dieser
Theorie geniigt. Wir betrachten als zunéchst die sog. primal-gemischte Formulierung
des Poisson-Problems

)y =10 fiir alle v € [L*(Q)]¢, (4.26a)
(u, Vq)Lz(Q) = (f, q)LZ(Q) fiir alle qc H&(Q) (426b)
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

Satz 4.24. Zur primal-gemischten Formulierung (4.26) existiert fiir jedes f € H () eine
eindeutige Lésung (u, p) € [L*(Q)]? x H3 (D).
Beweis. Wir setzen V = [L*(Q)], W = H§(Q) (normiert mit | - ;1)) und

a(v,w) == (v,w)r2@), b(v,q) = —(v,Vq)r2q)

Dann ist a auf ganz V' koerziv. Um die LBB-Bedingung zu zeigen, wéhlen wir v := Vg € V.
Fiir ¢ # 0 gilt v = V¢ # 0. Denn wire v = 0, so wire ¢ konstant, was wegen q € H}(Q)
impliziert, dass ¢ = 0. Hieraus folgt also

b(v, q) : b(Vq,q) .. (Va, V)20

inf sup ——— > inf ————— = inf —————— =1.
0£aeW ozvev [[0|lvlgllw — oZaew [Vallvllgllw — oFeew  [gl7 g

Folglich sind die Voraussetzungen von Satz 4.18 erfiillt, und die Behautung folgt. O

Fihren wir den Hilbert-Raum
H(div; Q) = {v € [L*(Q)]? : dive € L*(Q)}

mit dem Skalarprodukt (v, w) g (div;0) (v w) r2(0)+(div e, divw) 12y ein, so kann alternativ
zur primal-gemischten Formuheru ( 6) unter Verwendung von

—(v, V@) r200) = (divw, q) 2 fiir v € H(div; ) und g € H;(Q)

die dual-gemischte Formulierung des Poisson-Problems betrachtet werden: suche (u, p) €
H(div; Q) x L*(Q), so dass

(u,v) 2(0) + (divo, p)r2) = 0 fiir alle v € H(div; ), (4.27a)
(divu, q)r2) = —(f, Q)12 fiir alle ¢ € L*(9Q). (4.27Db)
Dabei féllt auf, dass die Dirichlet-Bedingung p|sq = 0 nicht explizit auftritt. Der folgende

Satz zeigt aber, dass sie implizit in der Formulierung enthalten ist.

Satz 4.25. Zur dual-gemischten Formulierung (4.27) existiert fiir jedes f € H'(Q) eine
eindeutige Lésung (u,p) € H(div; Q) x L*(Q). Fiir p gilt sogar p € H} ().

Beweis. Das Problem (4.27) besitzt Sattelpunktform fiir die Hilbert-Réume V = H(div; )
und W = L*(Q) und die Bilinearformen

a(v,w) := (v,w)2(0), bv,q) = (divo, q)r2(0)-
Dabei ist der Kern von b
Z:={veV:(divv,q)pzgq) = 0 fiir alle ¢ € L*(Q)}

gerade der Raum der divergenzfreien Funktionen. Die Bilinearform a ist auf V' x V stetig
und auf Z elliptisch, weil fiir v € Z gilt

a(v,v) = HUH%Q(Q) = HUH%Q(Q) + HdiVUH%Q(Q) = HUH%I(div;Q)'
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4.4 Lésbarkeit der gemischten Formulierung des Poisson-Problems

Es ist noch die LBB-Bedingung fiir b zu zeigen. Sei hierzu 0 # ¢ € L*(Q2) beliebig. Wegen
der Dichtheit von C§°(Q) in L?(Q2) existiert 0 # ¢ € C§°(Q) mit
112 Lo
llg — QHL2(Q) < §HQHL2(Q)'

Mit diesem ¢ sei v mit den Komponenten
1
vi(zy, ..., xq) = / G(t, g, ..., xq)dt
und v; = 0, ¢ > 2, definiert. Dann gilt punktweise
v

dive = — =g¢.
v 8%1 1

Daher ist v € V\{0}, und wie im Beweis der Poincaré-Friedrichsschen Ungleichung (Satz 2.22)
sieht man ||v||z2() < c||]/z2(q), woraus

[Vl @iy = 10lZ2(0) + IdivolZa o) < (¢ + DIdlIZ2)

folgt. Wegen

B 1/, . - 1/, .
(@02 = 5 (1) + a3z — o = @3a@)) 2 7 (Il + ol
1, .
= §||QHL2(Q)HQHL2(Q)
erhélt man
b(v, q) S (divw, q) 2 (7, 9) 2 < lall 22

[olg@ve) ~ VE+1dlee VE+1 e 2VE+1

Daher existiert nach Satz 4.18 eine eindeutige Losung (u, p) € H(div; Q) x L*(Q).
Wir zeigen noch, dass sogar p € H}(Q) gilt. Wegen [C5°(2)]¢ C V gilt nach (4.27)

(@) r20) = — (0, div @) 20 i alle ¢ € [C5°(2)]
Nach Definition der schwachen Ableitung folgt hieraus u = Vp und somit p € H'(2). Ferner
erhilt man aus (4.27) fiir p € [C®(Q)1C V

0= (u, )12y + (dive,p)r2) = (Vp, @) 20 + (dive, p)r2 (o) :/ @ -vpds.
o0

Also ist p € H} (). O

4.4.1 Das Raviart-Thomas-Element

Im Folgenden stellen wir eine passende Diskretisierung von V' = H(div; ) in zwei Dimen-
sionen vor. Dazu sei

a

Viim fon € (L@ szl = 7| 4 [2] mit ot e

und vy, - v ist stetig an den Elementgrenzen}.
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

Wir zeigen in den Ubungen, dass die Stetigkeit der Normalkomponenten von v, € Vj, die
Konformitét V,, C H(div; ) impliziert.

Raviart-Thomas-Funktionen v;, € V}, erfiillen offenbar vy|, € [[I;]? und besitzen drei
Freiheitsgrade pro Element. Die Normalkomponente von Raviart-Thomas-Funktionen ist auf
jeder Dreieckskante e konstant. Um dies zu sehen, sei e gegeben durch {a + 3, t € [0, 1]}.
Dann ist v, = [—8, 81]7 und

Ve - upa +1B) = v, - QZj +cT(a+tﬁ)> — v, - ([Zj +c7a) .

Die drei Freiheitsgrade von vy, auf jedem 7 konnen durch die Normalkomponenten v, - v, zu

!

Abbildung 4.2: Raviart-Thomas-Element

den drei Kanten e € d7 représentiert werden. Dazu bestimmt man die beiden Komponenten
von vy (x;) in jedem der drei Eckpunkte z;, i = 1,2,3, von 7 aus den Normalkomponenten
der jeweiligen beiden anliegenden Kanten. Zu den sechs Werten v, (x;), i = 1,2, 3, existiert
ein eindeutiges lineares Polynom vy,|, € [I1;]2. Als Element von [I1;]? sind die Normalkompo-
nenten von vy|, auf den Kanten linear. Sie sind sogar konstant, weil sie nach Konstruktion
an den beiden Endpunkten iibereinstimmen.

Den Finite-Element-Fehler kénnen wir nach Satz 4.22 durch den Approximationsfehler
abschétzen. Diesen wiederum schétzen wir wie bisher immer durch Interpolation ab. Dazu
definieren wir J, : H'(7) — V|, durch

/(v —J,v) - v.ds =0 fir alle e € O,

und fiir eine Triangulierung 7;, von € definieren wir J;, : H'(Q) — V}, durch
(Ipv)|r = TJ-(v|;) fiir alle 7 € Tp.

Die Interpolierende wird also durch die Kantenmittelwerte der Normalkomponenten von
v € H'(Q) definiert. Mit dem Gaufschen Divergenzsatz erhilt man

/div(v —Jv)dr = Z (v—T,v) - v.ds =0. (4.28)
T ecor v’ €

Weil J,v linear und somit divJ,v konstant ist, haben wir die Eigenschaft
div(Jpv) = Pydive (4.29)

gezeigt. Hierbei bezeichnet Py : L?(Q) — Il die L2-Projektion auf IT,.
Um die diskrete LBB-Bedingung zu zeigen, bendtigen wir folgendes Lemma. Im Folgenden
sei

Wy, = {q € L*(Q) : q|; €I, fiir alle 7 € Ty,}.
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4.4 Lésbarkeit der gemischten Formulierung des Poisson-Problems

Lemma 4.26. Die Abbildung div : V}, — W), ist surjektiv und fiir jedes q, € W), geniigt das
Urbild vy, € V}, der Abschédtzung

|vrll 2 @ivie) < cllarllzz@)- (4.30)

Beweis. Sei q;, € W), vorgegeben. Wir wihlen ein konvexes, polygonales Gebiet Qo0
und setzen g, trivial auf Q fort. Dann existiert v € H?(Q) N HY(Q) mit Au = g,. Fiir
v:=YVu e H'(Q) folgt fiir vy, := Tv aus (4.28) und dem Divergenzsatz von Gauf

/divvh dz = /divvdx = /qh dz. (4.31)

Weil div vy, und g, auf 7 konstant sind, folgt divwv, = gp.
Durch Transformation auf das Referenzelement zeigt man schnell, dass

‘|jTU|’L2(7) < C”U“L?(T) fiir alle 7 € Ty,.

Hieraus folgt
lonlFraiviay = 1div onllZa) + lonll7a@) = lanlFa) + D 1300720
TET

< llanllz2) + lIvll720)
Wegen
[VllZ2) = [l < [ulf gy < llanllia@) = ¢ llanllizg)
folgt hieraus die Behauptung. O]
Nach Satz 4.25 ist die dual-gemischte Formulierung des Poisson-Problems in H (div;2) x

L?*(Q) eindeutig losbar. Es ist noch zu priifen, ob die eindeutige Losbarkeit auch fiir den
diskreten Ansatzraum Vj, x W), gilt.

Satz 4.27. Die Diskretisierung mit Raviart-Thomas-Elementen liefert fiir die dual-gemischte
Formulierung des Poisson-Problems zu jeder rechten Seite f € H~(f2) eine eindeutige Lo-
sung (up, pn) € Vi, X W,

Beweis. Fiir vy, € Z), = {vp, € Vj, : (divop, qu) r2) = 0 fiir alle g, € Wi} gilt [ dive,dz =0
fir alle 7 € Ty, und wegen (divuy,)|, € Il folgt hleraus dive, = 0in 7. Aus Vj, C V folgt
divep, = 0. Daher ist [[vall}giv0) = IvnllZ2) = a(vn, va) und somit a auf Z, koerziv. Es
bleibt, die LBB-Bedingung fiir b zu zeigen. Nach dem Kriterium von Fortin (Lemma 4.23)
miissen wir einen Projektor II;, : V' — V}, mit h-unabhéngiger Stetigkeitskonstanten und

b(v —Iyv, qn) = (div(v — IIyv), qn) 2(0) = 0 fiir alle v € V und ¢, € W},

konstruieren. Die letzte Bedingung wird fir I, := J, wegen (4.28) erfiillt. Wegen (4.30)
erhdlt man die Stetigkeit von I, unter Verwendung von (4.31) und g|, € Iy aus

lanllzqy < 17172 anl-| < 17172 div ol pey < 1divo|leey < (o)l aivn

und der Summation tiber 7 € Tj,. O
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

Nachdem die Losbarkeit des kontinuierlichen und des diskreten Problems geklart ist, sollen
nun Fehlerabschatzungen hergeleitet werden. Dafiir bendtigen wir eine Aussage zur Approxi-
mationseigenschaft in Vj,.

Lemma 4.28. Sei T}, eine nicht-entartete Triangulierung von Q. Dann gilt fiir v € H(Q)

lv = Tnv||B@ivie) < ch|v|ai) + inf ||dive — g2
qh€Wh

Beweis. Sei 7 € T,. Nach dem Spur-Satz ist das Funktional v — fev - V.ds, e € Or, auf
[H'(7)]? beschrinkt. Wegen [I1y]> C V}, gilt aukerdem J,v = v fiir v € [[Ip]?. Das Bramble-
Hilbert-Lemma und die Transformation auf Referenzelemente liefern

HU — jhUHL2(Q) S Ch|U|H1(Q).
Die Abschétzung fiir ||div(v — J,v)||12(q) folgt aus (4.29). O

Wegen
thgfh 1P = gnllz2@) < chliplla @)

erhélt man somit aus Satz 4.22 die Fehlerabschéitzung

|u — un || m@ivie) + [P — pallre@) < c (h|U|H1(Q) + hl|pll ) + fhigﬁ/h If— fh||L2(Q)> .

4.5 Losung der diskreten Probleme

Aus der Diskretisierung von Sattelpunktproblemen (4.11) erhélt man lineare Gleichungssys-

teme der Form 1 B
4 2E-1)

Dabei ist wegen der Zj,-Koerzivitit (4.23) der Bilinearform a die Matrix A € R™*™ mit
a;; = ale;,pi), ,7=1,...,m,
(symmetrisch) positiv-definit. Hierbei gelte
Vi =span{py,...,on} und W), =span{yy,...,¥,}.
Aus der diskreten LBB-Bedingung (4.25) folgt, dass B € R™*" mit
bij =b(pi, ), i=1,....m, j=1,...,n,

den Rang n hat. Als Verallgemeinerung der bisherigen Sattelpunkt-Struktur betrachten wir
ferner eine (symmetrisch) positiv-semidefinite Matrix C' € R"*". Die Systemmatrix

P A B

ist daher zwar symmetrisch, jedoch wegen

T 01"+ [0
[’g] Am:xmxm, x40, H AH:—yToygo,

indefinit.
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4.5 Losung der diskreten Probleme

Lemma 4.29. Das Gleichungssystem (4.32) ist eindeutig I6sbar, und das Schur-Komplement
S := BTA1B + C ist positiv-definit.

Beweis. Die Matrix S = BTA7'B + C € R™™" ist offensichtlich positiv-definit. Aus der

Zerlegung
I o|{A B| |A B
-BTA-Y 1| |BT -C| |0 —-D

sieht man, dass die Systemmatrix A regular ist. O

Fiir solche indefiniten Probleme haben wir das MINRES-Verfahren angesprochen. Wir
stellen im Folgenden zwei weitere Methoden vor, die auf die Sattelpunktform zugeschnitten
sind.

4.5.1 Das Uzawa-Verfahren

Das folgende klassische Iterationsverfahren zur Losung von (4.32) fiir die Wahl C' = 0 wird
als Uzawa-Verfahren bezeichnet. Sei (zg,y9) € R™™". Dann setze fir k =0,1,...

we1 = ATH(f = Byp),
k1 = Yk + w(B x40 — g).
Durch Elimination von xy; erhilt man
Yrt1 = Yr +w(BTAT(f — Byr) — g),
was der Richardson-Iteration angewendet auf
Sy=BTA'f—g¢
entspricht. Aus Beispiel 12.10 (AlMa II) ergibt sich daher sofort

Satz 4.30. Das Uzawa-Verfahren konvergiert genau dann, wenn w € (0,2/Apnax(5)). Der
optimale Relaxationsparameter ist

2
wopt . )\mIH(S> + /\max(s) ‘

Im Uzawa-Verfahren muss in jedem Schritt das Gleichungssystem

gelost werden. Dies entspricht der Minimierung des Funktionals
1
hi(x) := éxTAx — 27 (f — By).

Um den Aufwand zu reduzieren, bestimmt man 1 nicht als exakte Losung von (4.33), son-
dern verwendet ein iteratives Verfahren (z.B. das CG-Verfahren). Beim Arrow-Hurwicz-
Verfahren geht man einen Schritt mit Schrittweite € in Richtung des Gradienten Axj —
(f — Byx) von hy, in x: Sei (zo,y0) € R™™™. Fir k =0,1,... setze

Tlt1 = Tk + €(f — AZI}k — Byk),
Yk+1 = Yk + W(BTCCkH —9).
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4 Nichtkonforme und gemischte Methoden

4.5.2 Das Bramble-Pasciak-CG-Verfahren

Obwohl A indefinit ist, lasst sich ein Skalarprodukt angeben, bzgl. dessen diese Matrix nach
geeigneter Transformation positiv-definit ist. Daher konnen die besseren Konvergenzeigen-
schaften des CG-Verfahrens genutzt werden.

Es sei Ag € R™*™ eine positiv-definite Matrix mit

0<alAyr < 2TAz, x#0.

Multiplikation von (4.32) von links mit

— AEI 0 (m+4n)x(m+n)

ergibt
~ | B Ao_lA AalB T B Aalf
™ {y} B {BTAol(A —Ay) BTA'B+C||y| — |BTA'f —g]|° (4.34)

Satz 4.31. Die Systemmatrix A" = T A ist positiv-definit bzgl. des Skalarproduktes
(,y)u = " My mit

Sk

0 I

Beweis. Nach Voraussetzung ist M positiv-definit. Daher definiert (-,-) tatséchlich ein
Skalarprodukt. Wegen

(BB, = (o 55 s onl 1),

= (Az + By)T Ay (A — Ag)u + (BT A (A — Ag)x + (BTA;'B + C)y)"v
= 2T (AAPA — Au+y"BTA N (A — Ag)u + 27 (A — Ag) Ay ' Bu+
+yT(BTA;'B + O)v

und

(BB, = (B a5 7 w0,

=27 (A — Ag) Ay  (Au + Bv) + y" (BT Ay (A — Ag)u + (BT A;' B + C)v)
= 2T (AAG'A — Au+ 2T (A — Ag) Ay B + 3" BTAG (A — Ag)u+
+ 9T (BTA;'B + O)v

ist A’ selbstadjungiert bzgl. (-, -)ss. Insbesondere ist

(][] )M — (A Ao)x + By)" A3 (A — Aoy + By) + (A~ Aol +47Cy

Mit der Zerlegung
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4.5 Losung der diskreten Probleme

wobei z; die eindeutige Losung von Ax; = — By bezeichnet, ergibt sich
2T Az, = y"BTA ' By.

Hieraus erhélt man

J/

(4 [5] - [8]), = b= 405" = Aohao > (4 = 40) 45" (4 = A0 ol

~

=:c1>0

und

1 1
(A/ [‘fj] : [:cle =21 Agzy + 21 (A = Ag)as +y' Cy = Say Az +y' (GBTAT B+ Cy
M

1 1 ~
> §Amin(z4) 1 [[5 + §Amm(BTA 'B) [lyll3.
—_——— N -— <

=:c2>0 =:c3>0

Aus
(A’ {””’1} , {%D = (Azy + By) Ay (A — Ag)zo = 0

Yy 0]/,

folgt

) I R e

Mit ||z||3 = ||xo + 21|32 < 2||@o|3 + 2|21 |3 ergibt sich wegen

1
A z T > Zomi 2 2
(4] [o]), = gminen el + el
die Behauptung. O]

Das CG-Verfahren fiir (4.34) und dem Skalarprodukt (-,-)s; kann so formuliert werden,
dass nur Matrix-Vektor-Produkte mit A, B, C und die Anwendung von A;"' realisiert werden
mussen.

Bemerkung. Ist Ay spektraldquivalent zu A, d.h. gilt
artAx < 2T Agx < B:CTAJZ fir alle z €¢ R™

mit von m und n unabhéngigen Konstanten 0 < o < f, so ist die Systemmatrix M TA
spektralaquivalent zu

I 0

b §

Daher benotigt man nur noch einen geeigneten Vorkonditionierer fiir das Schurkomplement .S
von A in A.
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5 Die Stokessche Gleichung

Zur Beschreibung der stationdren Stromung einer inkompressiblen und extrem zahen Fliis-
sigkeit (z.B. Honig) in einem beschriinkten Gebiet Q@ C RY, d = 2,3, verwendet man das
System der Stokesschen Gleichungen

—Au+Vp=f inQQ, (5.1a)
divu=0 in Q, (5.1b)
u=1uy auf . (5.1c)

Dabei bezeichnet v : Q@ — R? das gesuchte Geschwindigkeitsfeld und p : @ — R den
gesuchten Druck. Im Gegensatz zu weniger viskosen Fluiden treten hier keine mikroskaligen
Wirbel auf. Das System ist linear und daher relativ einfach zu analysieren. Dennoch zeigen
sich grundsétzliche numerische Schwierigkeiten.

Die Divergenz-Freiheit (5.1b) sichert die Massenerhaltung. Nach dem Gaufschen Diver-
genzsatz gilt namlich fiir beliebiges w C 2

/ u-yds:/divudx:().
Ow w

Durch den Rand Ow stromt also im Mittel so viel Fliissigkeit heraus wie einstrémt. Insbe-
sondere muss fiir die Dirichlet-Daten uy die Kompatibilitatsbedingung

/ ug-vds =0
o0

gelten. Ferner fallt auf, dass der Druck p nicht eindeutig sein kann, weil nur dessen Gradient
auftritt. Daher bendtigt man eine weitere Normierungsbedingung. Eine mogliche Wahl ist

/pdsz.
Q

5.1 Variationsformulierung

Mittels partieller Integration erhédlt man

—(Au, @) r2(0) = (Vu, Vo) 2(0) — (v - VU, @) 1200,
(Vp,0)12(0) = —(p, div @) 12y + (V' D, @) 12(002)-

Multipliziert man (5.1a) mit ¢ € [C5°()]¢, so folgt hieraus
(VU, V¢>L2(Q) - (le ¢7 p) (f? ¢)L2(Q

Wie iiblich diirfen wir von homogenen Randbedingungen up = 0 ausgehen. Mit den Biline-
arformen a : [H}(Q)]? x [HL(Q)]? — R,

a(v,w) = (Vv,Vw)2q) = /8 v; 0jw; de,

2,7=1
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5 Die Stokessche Gleichung

and b [H(Q)) x L2(Q) — R,
b(v,q) = —(divo, q)r2(q),

wobei L§(Q) := {q € L*(Q) : [, ¢dz = 0} bezeichnet, erhélt man die Variationsformulierung
der Stokesschen Gleichung: suche u € [H}(2)]¢ und p € L2(Q), so dass

a(u,v) +b(v,p) = (f,v) 12, v € [Hg()]% (5.2a)
b(u, q) =0, q € L3 (). (5.2b)

Man beachte, dass es sich hierbei um d + 1 Gleichungen handelt. Speziell fiir d = 2 erhalten
wir ausgeschrieben

/ 81u1 81'111 + (92u1 82'111 der — / p@wl = / f1U1 dl’, V1 € H&(Q),

Q Q Q

/aﬂtl Oav9 + Doty Oy d —/p82v2 = / fovodw, vy € H&(Q)a
Q Q Q

/(81u1 + Ohug)gdx = 0, q € Li(9).
Q

Satz 5.1. Fiir rechte Seiten f € [L?(2)]? sind schwache Losungen (u, p) € [H3(Q)]? x LZ(Q)
von (5.2) mit u € [C?*()]¢ und p € C*(Q) klassische Losungen von (5.1).

Beweis. Sei q := divu € L*(Q). Dann gilt mit einer Konstante ¢, dass ¢ — ¢ € L3(Q).
Wegen (5.2b) gilt

[div u|72q) = (divy, q)2@) = (divu, ¢)p2q) = c/ divudz.
Q

Wegen u|sq = 0 schliefen wir aus dem Gaufschen Integralsatz

/divudx:/ u-vds=0.
Q a0

Also ist [|divul/r2q) = 0, und aus u € [C?(Q)]* folgt daher die Divergenz-Freiheit in jedem
Punkt z € Q.

Die erste Gleichung (5.1a) erhalten wir durch Zuriickfiihren auf das Poisson-Problem. Fiir
die schwache Losung u € [H} (2)]? gilt

(Vu, Vo)) = g(v), g() = (f,v) 20 + (p, div o) r2(q).
Somit ist u die klassische Losung des Poisson-Problems
—Au=g=f—Vp inQ
mit homogenen Dirichlet-Randbedingungen. Dies ist aber gerade die gesuchte Gleichung. [

Bei (5.2) handelt es sich offenbar um ein Sattelpunktproblem mit einer auf ganz [H{ ()]

koerziven Bilinearform a. Um die Existenz von Losungen von (5.2) zu garantieren, muss nach
Satz 4.18 nur die LBB-Bedinung fiir die Bilinearform b nachgewiesen werden. Dies erfolgt
iiber eine Abschiatzung deren Beweis den Rahmen dieser Vorlesung sprengen wiirde.
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5.2 Die diskrete LBB-Bedingung fiir Stokes

Lemma 5.2. Fiir beschrankte Lipschitz-Gebiete ) gilt

(i) Das Bild der linearen Abbildung V : L*(Q2) — [H~1(Q)]¢ ist abgeschlossen.

(ii) Es existiert eine Konstante ¢ = ¢(Q2) mit

1Pz < el Volla-1@) + IPlla-1e))  fiir alle p € L* (),
||p||L2(Q) < C||Vp||H71(Q) fiir alle p € L(Q)(Q). (5.3)

Satz 5.3. In beschriankten Lipschitz-Gebieten ) besitzt das Stokes-Problem (5.2) fiir belie-
biges f € ([HE(Q)]%) eine eindeutige Losung (u,p) € [HL(Q)]? x L3(£).

Beweis. Fiir Satz 4.18 miissen wir nur noch die LBB-Bedingung fiir b nachweisen. Fiir p €
L%(Q) folgt aus (5.3) ,

IVella-1@ 2 Zlplze)-
Nach Definition der H~'(2)-Norm gibt es ein v € [H}(Q)]* mit ||v|| 1) = 1 und

1 1
(v, Vp)r2(9) > §||UHH1(Q)||VPHH71(Q) > 2—C||pHL2(Q)-

Wegen b(v,p) = —(divv,p)r2) = (v, Vp) r2(q) folgt
b(v,p)
[v][ 22

und damit die LBB-Bedingung. O

1
= ('U,VP)L?(Q) > %HPHLQ(Q)

5.2 Die diskrete LBB-Bedingung fiir Stokes

Wie wir bereits erwdhnt haben, folgt aus der LBB-Bedingung (4.17) nicht automatisch die
diskrete LBB-Bedingung (4.25) fiir diskrete Rdume V}, x W),. Im Fall der Stokes-Gleichung
besteht die Moglichkeit, dass ein nicht-trivialer Druck ¢ € W), im Kern von b existiert, d.h.
es gilt
(divw,q) =0 fiir alle v € V},.

In diesem Fall bezeichnet man die Diskretisierung Vj, x W), als instabil. Eine schwichere
Form der Instabilitét liegt vor, wenn zwar kein ¢ € W), \ {0} im Kern von b liegt aber die
LBB-Konstante von der Gitterweite h abhéangt.

Instabile Stokes-Elemente

Ein wegen seiner Einfachheit beliebtes Element ist das sog. ()1/P,-Rechteckelement. Der
Fluss wird hierbei mit stiickweise bilinearen, der Druck mit stiickweise konstanten Funktio-
nen approximiert:

Vi = {v € [C(Q)*: v|sqo = 0 und v|, bilinear fiir alle 7 € T3},
Wy = {q € L3(Q) : q|, € TI, fiir alle 7 € T, }.
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5 Die Stokessche Gleichung

Diese Diskretisierung ist instabil, weil der Kern von B’ : W), — V] nicht-trivial ist. Wir
numerieren die Knoten im Element 7;; wie im Bild dargestellt.

(i,5 +1) (t+1,7+1)

X
(i+ 5.5+ 3)

(i,4) (i+1,5)
Weil auf jedem Element divwv linear und ¢ konstant ist, ergibt sich

. 2 .
/ gdivvdx = h q(i+é7j+%)dlvv(i+%ﬁj+%)
Ti

]
9 1
=h Uit3.9+3) 9, (V1 15+1) + VL G+1,5) — V1) — VLG T

+V2,(i+1,5+1) T V2,i,j41) — V2,(i+1,5) — UQ,(i,j)) .

Summation tiber die Elemente und Sortieren der Terme nach den Gitterpunkten liefern (vgl.
auch die Formel der partiellen Summation vor Satz 1.16)

/quivv dz = h? Z [01,6.) (V1)i5 + V2,15 (V20) 5]

12
mit den Differenzenquotienten
1
(Vig)ij = o (q<i+%,j+é> T largi-p) T Uihatd) ~ q(i—%g—é)) )

!
(Va)y = 7 (@) + 6 beh) ~ Gerta ) — Do)

Wegen v € [H}(2)]? erstreckt sich die Summation nur iiber innere Knoten. Es ist ¢ € Ker B;,
wenn

/ gdivvode =0 fir alle v € V),

Q

gilt, also (V1¢);; und (Vzq);; an allen inneren Knoten verschwindet. Die tritt ein, falls
Uirg.g+3) = Uim3.9-3)  Uitg-3) = Ui-F4+3)

Um diese beiden Gleichungen zu erfiillen, muss ¢ nicht konstant sein. Es gentigt

a, 1+ j gerade,
001 -1 =
Qi+3.5+3) b, i+ 7 ungerade,

mit Zahlen a, b, so dass fQ qdxz = 0. Insbesondere haben a und b entgegengesetzte Vorzeichen,

d.h. es bildet sich ein Schachbrett-Muster. Deshalb spricht man von Schachbrettinstabi-
litat.
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5.2 Die diskrete LBB-Bedingung fiir Stokes

Bemerkung. Eine denkbare Abhilfe fiir die Problematik wére die Einschriankung von V},
auf das orthogonale Komplement von Ker B;. In diesem Fall ist der Kern zwar trivial, die
Konstante in (4.24) héngt allerdings von h ab.

Das Taylor-Hood-Element

Bei dem oft verwendeten Taylor-Hood-Element werden wie bei den instabilen Q;/Fy-
Elementen fiir die Geschwindigkeit Polynome héheren Grades als als fiir den Druck heran-
gezogen. Der Druck wird allerdings stetig angesetzt:

Vi = {v € [C(Q)]?: v|gq = 0 und v|, € [II,]* fiir alle 7 € Ty},
Wy i={q € C(Q)NLAN) : q|, € I fiir alle 7 € T,}.

Satz 5.4. Sei T, eine quasi-uniforme Triangulierung des polygonalen Gebiets Q C R%. Dann
erfiillt das Taylor-Hood-Element die LBB-Bedingung (4.25).

Beweis. Wir zeigen, dass zu jedem ¢, € W}, ein 0 # vy, € V), existiert, so dass

b(Uh, Qh)

> cueBllanllrz @)
lonll 10

Der Beweis wird in drei Schritten gefiihrt.
(i) Zu jeder Kante e im Inneren von ) bezeichne t. den Tangentialvektor und v, die
Normale. In jedem Kantenmittelpunkt m, setzen wir

te - vp(me) =te - (Van)(me), Ve -vn(me) = 0.

Ferner sei vy () := 0 in den Eckpunkten aller Dreiecke und Kantenmittelpunkten auf 0S2.
Nach Konstruktion gilt dann

lvnllL2) < lanlm @)- (5.4)
Weil (vy, - Var)|, quadratisch und (Vgy,)|, konstant ist, gilt auferdem (vgl. Ubungsaufgaben)

3
.
/vh th de = | Z?Jh mez VQh = ?; e; (VQh)HQ

ITI

ElelTalo 18 = § [ 1(Ta)l- 1B s
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5 Die Stokessche Gleichung

mit einer von der Entartetheit des Gitters 7, abhingigen Konstanten ¢ > 0. Summation
iiber alle 7 € T, ergibt

o) 2 § 3 [P0l de = Sl

TGTh

(ii) Zu K > 0 bezeichne

= {an € Wi |lan|lr20) < KR|gn| o) }-

Fiir ¢, € W/ gilt mit dem in Schritt (i) konstruierten vy,

b(vn, an) ¢ |4l (q) o _¢ lanlmolalze
HUh”Hl(Q) - 3 ”UhHHl(Q) - 3Kh thHHl(Q) - 3Kcinv

||Qh||L2(Q)

Dabei haben wir (5.4) und die inversen Ungleichung ||v|lmi) < cimh ™ ||Un|lr2(q) (siche
Abschnitt 2.6, WissRech I) verwendet.

(iii) Sei nun g5 & W/, Wegen der Giiltigkeit der kontinuierlichen LBB-Bedingung (4.17)
existiert v € [Hg(Q)]* mit ||v g1 = 1 und

b(v, qn) > cueBllanllL2()

Ferner bezeichne 0 # v, € V}, die Clément-Approximation von v, die nach Satz 2.83 (Wiss-
Rech I) der Abschitzung
H’U—’UhHLz < ChHUHHl(Q)

gentigt. Dabei hiangt die Konstante nicht von ¢, und somit nicht von K ab. Insgesamt folgt

b(vh, qn) = b(v, qr) + b(vy — v, qn) > cuBBl|@nllL20) + (v — v, Var) L2
> crpBllnllL2) — v — vnll 2@ |an] o @)

> CLBBHQhHLQ(Q) - ChHUHHl(Q)‘Qh‘HI(Q)'
Wegen g, € W,E gilt qn| i) < |lanllr2)/(Kh). Ferner ist
lonll@) < ol + lv = valliz@) < (L4 ch)|[ollm ),
und mit ||v]| g1 = 1 folgt

b(vh,s qn) S CLBB — c/K
||Uh||H1(Q) - 1—|—Ch

llanllz2(e)-

Fiir hinreichend grofe K ist somit die LBB-Bedingung auch im Fall ¢, & W gezeigt. [

Satz 5.5. Fiir das Taylor-Hood-Element gilt die Fehlerabschétzung

lu = unllzr @) + lIp = Pallzziy < e {[[ull s o) + Pl ey }

mit k € {1,2}, falls uw € H*(Q) und p € H*(Q) gilt.
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5.2 Die diskrete LBB-Bedingung fiir Stokes

Beweis. Wegen der Approximationsaussagen

inf |ju— < cht inf |[|p— < ch*
UithHU Unll () < ch®llul| ey, thgWth anllz20) < ch”|pllar)

fir k € {1,2} folgt die Behauptung aus Satz 4.22. O

Bemerkung. Anstatt quadratische Ansatzfunktionen fiir die Geschwindigkeit zu verwen-
den, konnen auch stiickweise lineare Funktionen bei verfeinerter Triangulierung zugelassen
werden:

Vi, == {v € [C(Q)]*: v]on = 0 und v|, € [I;]* fiir alle T € Ty, 2},

Wy, = {q € C(Q)NLQ) : q|, € I, fiir alle 7 € Ty,}.

Dies liefert ebenfalls ein stabiles Element, und die Anzahl der Freiheitsgrade ist dieselbe
wie beim Taylor-Hood-Element. Diese Variante bezeichnet man ebenfalls als Taylor-Hood-
Element.

Das MINI-Element

Ein Nachteil beim Taylor-Hood-Element ist, dass sich die Werte fiir Druck und Geschwin-
digkeit auf verschieden feine Triangulierungen beziehen. Statt unterschiedlichen Triangulie-
rungen ist das sog. MINI-Element ein P;/P;-Element mit durch Blasenfunktionen

b7'<x) = 9)\7',1)\7',2)\7',37
angereichertem Geschwindigkeitsraum, d.h.

Vi = {v € [C(Q))? : v|gq = 0 und v|, € [II; @ span{b,}]* fiir alle T € Ty},
= (ST © By

mit Bs := {v € C(Q) : v|, € span{b,} fiir alle 7 € 7} und
Wy ={q€CQ)NLN) : q|; € I, fiir alle 7 € T,}.

Dabei bezeichnet (A1, A;2,Ar3) die baryzentrischen Koordinaten von x auf dem Dreieck
7 € Tp. Diese fallen im Einheitsdreieck mit x1, o und 1 — 27 — 25 zusammen. Man beachte,
dass b,|g9, = 0.

Abbildung 5.1: Blasenfunktion fiir das Einheitsdreieck.
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5 Die Stokessche Gleichung

Abbildung 5.2: MINI-Element (v ist an den Punkten, ¢ an den Kreuzen vorgegeben).

Satz 5.6. Sei Q0 ein polygonales Gebiet im R%. Dann erfiillt das MINI-Element die LBB-
Bedingung.

Beweis. Wir weisen die Giiltigkeit des Kriteriums von Fortin nach, d.h. wir zeigen die Exis-
tenz einer Projektion II;, : [H}(2)]> — V}, mit der Orthogonalitéitseigenschaft

(div(v — ), gn) 2 = 0 fiir alle v € [H)(Q))* und g, € W),

und der Beschranktheit mit einer h-unabhéngigen Konstanten c > 0. Sei dazu Hg)) :

HL(Q) — Sy°(T5) der Clément-Operator. Fiir diesen gilt
lv =TI 0| 20y < cxhlolla oy

und HHELO)'UHHI(Q) < c||v|| () Wir definieren ferner Hg) : L*(Q2) — Bs durch

-1
Mo =Y b, mit B, = (/b dm) /de.

TETH

Die Projektion H;Ll) kann man somit als zweistufigen Prozess interpretieren. Zunéchst er-
folgt die L?-Projektion auf die stiickweise konstanten Funktionen. AnschlieRend werden die
Konstanten durch Blasenfunktionen mit gleichem Integral ersetzt. Hieraus folgt

IV 0] 20y < esllvll 2

Wir setzen nun Il,v = HELO)U +H§Ll)(v - HELO)U). Da (H;Ll)v)|7 den Mittelwert von v|, erhélt,

gilt mit & := v — Iy

/U—Hhvdx:/@—ng%dx:o fiir alle 7 € 7.

T

Hieraus erhéilt man mit partieller Integration

(div(v = hv), gn) 12(2) = Z (div(v — Ipv), gn) L2(r)

TETH
= Z (v =1L, Vau) L2(r) — / (v —Ipv) - vgpds.
TET or

20



5.2 Die diskrete LBB-Bedingung fiir Stokes

Die Integrale iiber die inneren Kanten verschwinden wegen des wechselnden Vorzeichens
der Normalen. Die Integrale entlang der dufieren Kanten verschwinden wegen v|sqo = 0 =
(ITyv)|an. Weil Vg, stiickweise konstant ist, ergibt sich insgesamt

b(v — Ty, gn) = (div(v — ), @)y = 3 (Va)l- / v — Ty dz = 0.

TETH T

Wir dehnen nun die Definition von II;, auf vektorwertige Funktionen v € [H}(€)]* durch
komponentenweise Anwendung von II;, aus. Mit Hilfe der inversen Abschitzung erhalten wir
s leed (0) (1)
aus der Stetigkeit von II,” und II;
1Tl < Tl ) + i T (0 = T0) 1200
< el|oll o) + escimeh™ o = TG0l 20

< (CQ + Clc3cinv)”UHH1(Q)'

Lemma 4.23 liefert schlielich die Behauptung. O

Satz 5.7. Fiir das MINI-Element gilt die Fehlerabschétzung

lu — wnllm @) + P — pallrz@) < ch {||lullmz@) + lIpllm@}

falls uw € H*(Q)) und p € H*(Q) gilt.

Beweis. Wegen der Approximationsaussagen

ot lu—vnllmi@) < chllullr2@), qhiélvah 1P — anllr2@) < chlplla o

folgt die Behauptung aus Satz 4.22. O]

5.2.1 Losung der diskreten Probleme

Die Variationsformulierung der Stokesschen Gleichung fiihrt als Sattelpunktproblem auf li-
neare Gleichungssysteme der Form (4.32). Zur Losung dieser hatten wir das Uzawa- und
das Bramble-Pasciak-CG-Verfahren vorgestellt. Das Uzawa-Verfahren war &quivalent zur
Richardson-Iteration fiir das Schur-Komplement, und beim Bramble-Pasciak-CG-Verfahren
ist die Kondition des Schur-Komplements fiir die Konvergenz ausschlaggebend.

Das folgende Lemma zeigt, dass die Kondition des Schur-Komplements S = BTAB im
Fall der Stokesschen Gleichung beschrinkt ist. Dazu sei V}, ein m-dimensionaler und W)
ein n-dimensionaler Raum zur Diskretisierung von V' bzw. W. Wir wissen bereits, dass die
Massenmatrix M € R™*" zu W}, gut konditioniert ist.

Lemma 5.8. Es gelte die diskrete LBB-Bedingung (4.25). Dann gilt fiir den maximalen
und den minimalen Eigenwert von M~'S

0< é%BB S /\min S )\max S d
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5 Die Stokessche Gleichung

Beweis. Der kleinste Eigenwert von M!S lisst sich beschrinken durch

M—IS 2 S M—ls g M_ls g
v [yl y#0 lyll3, y#0 (Sy,v) yl13,
= )\min min (S:%Qy) .
v#0 lylla

Fiir den Zahler gilt mit 2 := A™'By wegen ||z|4 = max,4o(z, 2)a/]|2]|a

(Sy,y) = (B"A™'By,y) = (A"' By, By) = (z, Az) = ||z

A 2 B 2
> max \ x,f) o y,j).
#0214 #0 | z|%
Wir erhalten zusammen
By, 2)? BTz) \°
Amin > min max% = (min max M) )
v20 =20 | z|%lyll5, vA0 =20 ||z allyllas

Fiir v, = Jpz und ¢, = Jyy gilt
2[4 = [[Vurllzzy,  yllar = lanllzz@) und  (y, B"2) = (divon, @) 20)-

Daher erhalten wir mit der diskreten LBB-Bedingung (4.25)

(div v, gn) 2 ) o

Amin > ( min max > Cipp-

qn€EWp v €V, ||Vvh||Lz(Q) ||Qh||L2(Q)

Analog erhélt man

(diV (U Qh)LQ(Q) 2 HdiV Up, HLQ(Q) 2
Amax < ( max max ) < (max —) )
qh€EWR v EVY, HVUhHL2(Q)thHL2(Q) vREVR vahHLQ(Q)

Die Behauptung folgt wegen der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung aus

d 2 d
Hle Uh”%Q(Q) = / (Z aﬂ}h> dz S / dZ(aiUh)2 dx S dHVUhH%Q(Q)
2 \'i=1 € =
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6 Eigenwertprobleme

Wie bei Matrizen bezeichnet man fiir elliptische Differentialoperatoren zweiter Ordnung £
Lu=Auin Q, wu=0 auf 0, (6.1)

als Eigenwertproblem. Jede Losung u # 0 heifst Eigenfunktion, und das zugehorige A
wird als Eigenwert bezeichnet.

Beispiel 6.1. Auf die Wellengleichung
Ou—Au= fin (0,T) x Q, wu=0auf (0,T) x 99,
wobei zum Zeitpunkt ¢ = 0 Anfangsbedingungen
u(0,-) =g, Ow(0,-)=h in

gestellt sind, kann fiir f = 0 der Separationsansatz u(x,t) = v(t)w(z) angewendet werden.
Dies liefert

v'(t)  Aw(x)
o) w(@)
Beide Gleichungen —v” = Av und —Aw = Aw sind Eigenwertprobleme. Die erste Gleichung

ist eine gewohnliche Differentialgleichung, deren Losungen bekannt sind, d.h. v besitzt die
Form

V' (Hw(x) = v(t)Aw(x) <= = —\ = const.

v(t) = acos(VAt) + Bsin(VAt), «,f€R,
wahrend w im Allgemeinen nicht explizit bestimmt werden kann.

Zur numerischen Behandlung des Randwertproblems (6.1) ersetzen wir es durch das Va-
riationsproblem

(Au) e Cx Vi alu,v) = A(u,v)2@q firalleveV (6.2)

mit der Bilinearform a : V' x V' — R definiert durch a(v,w) := (Lv, w)r2q).

6.1 Spektraltheorie

Wir untersuchen das Eigenwertproblem in einer allgemeinen Situation. Sei (W, (-,-)w ) ein
Hilbert-Raum und V' C W ein Unterraum mit (V, (-,-)v) < (W, (-,-)w). Ferner sei a :
V x V — R eine stetige und V-koerzive Bilinearform.

Bemerkung. Fiir Dirichlet-Probleme von Differentialgleichungen zweiter Ordnung ist V' =
H}(Q2) und W = L*(Q).
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6 FEigenwertprobleme

Es bezeichne § : W — V' den Losungsoperator des Problems
weV: a(u,v)=(f,v)w furalleveV
zu vorgegebenem f € W, d.h. u = S§f. Offensichtlich ist S linear und beschrankt, weil
ISFIE = ull? < —a(u,u) = —(fowhw < —[flwllulw < 1w llullv-
Cx CK Cx Ck

Dabher ist das Eigenwertproblem a(u,v) = X (u,v)w, v € V, quivalent zu

ANu) eCxV: wu=ASu. (6.3)
Lemma 6.2. Die FEinbettung V' — W sei kompakt und a : V x V — R symmetrisch und

V-koerziv. Dann ist der Losungsoperator S : V. — V kompakt, selbstadjungiert bzgl. des
Skalarproduktes a, d.h.

a(Sv,w) = a(v,Sw) fiir alle v,w €V,

und positiv, d.h.
a(Sv,v) >0 firalle0#veV.

Beweis. Weil § : W — V stetig und V' < W kompakt ist, ist S : V' — V kompakt. Aus der
Definition von S folgt

a(Sv,w) = (v,w)w = (w,v)w = a(Sw,v) fir alle v,w € V.

Die Symmetrie der Bilinearform a impliziert daher a(Sv,w) = a(v,Sw) fir alle v,w € V.
Die letzte Aussage erhélt man aus

a(Sv,v) = (v,v)w = ||v]|Z >0 fiiralle 0 #v e V.

Satz 6.3 (Spektralsatz). Es sei W ein Hilbert-Raum und V' C W dicht. Die Einbettung
V — W sei kompakt und a : V x V — R symmetrisch und V-koerziv. Dann existieren
abzéhlbar viele reelle Eigenwerte

O< << ...
mit zugehdrigen Eigenvektoren {uy}ren C V zum Eigenwertproblem
(Au)eCxV: a(u,v)=A(u,v)w fiirallev e V. (6.4)

Dabei ist 400 der einzige Haufungspunkt der Folge {\;}ren. Die Folge der Eigenvekto-
ren {uy} bildet eine Orthonormalbasis von W, wéhrend {)\,;1/ “up} eine Orthonormalbasis
von V' bzgl. des Skalarproduktes a bildet.
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6.1 Spektraltheorie

Beweis. Anstelle des Eigenwertproblems (6.4) betrachten wir (6.3), d.h.
(g,u) e CxV: Su= pu.

Da § : V — V selbstadjungiert, positiv und kompakt ist, folgt aus dem Spektralsatz fir
solche Operatoren, dass eine abzdhlbare Folge von positiven Eigenwerten {1 }reny mit zuge-
horigen Eigenvektoren {vy }reny C V existiert. Die Eigenwerte {1 }xen hdufen sich héchstens
bei 0, die Eigenvektoren {vj}xren bilden eine Orthonormalbasis von V' bzgl. des Skalarpro-
duktes a.

Mit Ay := 1/py erhalten wir

a(vg,v) = A\, a(Svg,v) = A (v, v)w  fiir alle v € V.

Daraus ergibt sich fiir ug := /g v

1 /A
(uk, ue)w = —a(ug, ue) = = a(vy, ve) = Oge-
Ak Ak

Daher ist {u} orthonormal in W bzgl. des Skalarproduktes (-, -)y . Wir zeigen, dass {uy}
auch eine Basis von W ist. Sei dazu das Gegenteil angenommen, d.h. es existiert ein 0 #
f e W mit (f,ur)w = 0 fiir alle & € N. Da v aber eine Orthonormalbasis in V' bzgl. des
Skalarproduktes a ist, erhélt man

lim [jv — Za(v,vk) vkllw =0 fiir alle v € V.
Hieraus folgt fiir alle v € V'

frow| < a(v,v) (f,v + || f v — a(v,vg) v — 0 fiir n — oc.
(f, v)wl |Z k) (Froww [+ [ fllwllv = alv, ve) vellw

~ k=1

Aus der Dichtheit von V' in W schlieften wir (f,v)y = 0 fiir alle v € W und somit || f|lw = 0,
was den Widerspruch liefert. O

In der Vorlesung Einfiihrung in die Numerik (Kapitel 3) haben wir den Satz von Courant-
Fischer fiir Matrizen bewiesen. Dieser gilt auch allgemeiner. Wir betrachten wieder den
Rayleigh-Quotienten
a(v,v)
(v, v)w
Die Eigenpaare (Ag,uy) von (6.4) erfiillen offenbar R(uy) = Mg, K € N. Sei 0 # v =
Y pe; aguy € V. Dann folgt

R(v) := fir alle v € V.

A
R(U) Zk 1 kak > /\1
D et OF

und A\; = mingz,ev R(v). Sei U, :=span{uy : 1 <k <m} C V und
Ul={veV:alv,w)=0firalewec U,} ={veV: alv,u)=0,1<k<m}.

Fir v = 220:1 QiU € U$—1 folgt ay, = 0 fiir 1 < k < m und

R(v) = W > (6.5)

Insbesondere ist A, = ming,epr  R(v).
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6 FEigenwertprobleme

Satz 6.4 (Courant-Fischer). Unter den Voraussetzungen von Satz 6.3 gilt

Am = min max R(v).
Vi CV  0vEVim
dim V,,,=m

Beweis. Sei V,,, C V mit dimV,, = m beliebig und 0 # v € V,, N UL _,. Wegen (6.5) folgt
R(v) > A\, und somit
max R(v) > \p.
0§£v€Vm
Im Fall V;,, = U,, gilt sogar Gleichheit, weil aus 0 # v =) _," | aguy, folgt

m_ )\k»Oé2
R(v) = % < A
k=1 Yk

Wegen R(u,) = A, erhalten wir daher maxoz,cr,, R(v) = Ap,. O

6.2 Finite-Elemente-Approximation

Sei Vj, C V ein n-dimensionaler Teilraum. Dann lautet die Galerkin-Approximation von (6.4)

(Ansup) € Cx Voo alup,vp) = M\ (up, vp)w  fiir alle v € V. (6.6)

Satz 6.5. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.3 existiert eine Orthonormalbasis up,j
von V3, in W und Werte A\ > 0, so dass (Anx,uni), k = 1,...,n, das diskrete Eigenwert-
problem (6.6) Iosen.

Beweis. Sei Vi, = span{py, k = 1,...,n} und u, = Jyoz = >, _, 2. Dann ist (6.6)
aquivalent zu

Zxk a(pr, pe) = )\hzl‘k (P pw, =1,....n <=  Apr=\Myx
P k=1

mit Ay = [a(pk, o)lke=1, » und My, = [(¢r, 0)w]ki=1.. n. Mit der Cholesky-Zerlegung der
Massenmatrix M, = LLT ist dieses Problem dquivalent zu

LA LT = g, &:=L"x.
Weil A, := L *A,L~T positiv-definit ist, existieren n Eigenwerte
0< A1 <2< ...< Ay

mit zugehdrigen Eigenvektoren z, € R", die eine Orthonormalbasis des R™ bilden. Die
entsprechenden Eigenfunktionen uy,j, 1= JL=T%;,, C V), sind wegen

Uh ks, Uhe)W = L_Tli‘k TMhL_ng = {i‘TL_thL_TZf'g = fTZi'g = (5kg
) ) k k
orthonormal in W. O

Wir werden im Folgenden die Konvergenz der diskreten Eigenwerte Aj, , gegen die exakten
Eigenwerte A, von (6.4) untersuchen. Dazu bendtigen wir zwei Lemmata.
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6.2 Finite-Elemente-Approximation

Lemma 6.6. Es bezeichne Py, : V — V), die Galerkin-Projektion definiert durch

a(u — Pyu,vy) =0 fiir alle v, € V,

und es sei
Ohym = mlljn | Prol|w -
lollw=1
Dann gilt
Am < Apm < U};fn)\m, m=1,...,n,

falls oy m > 0.

Beweis. Im Fall oy, ,,, > 0 ist Ker P, = {0} und somit dim P,U,, = m. Es folgt

Py, B
Am < max  R(v) = max G(L’Zhv) < max &’UQ).
0£veEPL U, 0#4vEUm ”PhUHW 0#4veEUm HPhUHW
Die letzte Abschitzung a(Pyv, Pyv) < a(v,v) gilt, weil P,v die orthogonale Projektion von v
auf Vj, bzgl. des Skalarproduktes a ist. Wegen

Am > max R(v) = max a(v,:)
0£vEU, 0£veUm |03
erhélt man hieraus
a(v, v) vl
A max ——— < )\, max — —-——
hm < 102X [Pol|2, = ™ orvetn || Pl
Die untere Schranke A,, < Ap,,, erhdlt man sofort aus dem Satz von Courant-Fischer. O

Lemma 6.7. Fiir jedes m > 1 existiert eine Konstante ¢ = ¢(m) > 0, so dass

T > 1= c(m) max [lo— Pyl

llvllw=1

Beweis. Fiir w =" | ayuy, € Uy, mit |w|jw =1 gilt

1— HPthW (w w)W—(Phw Ph’LU)W—(U} Phw w+Phw)W

=2(w — Pyw,w)w — ||w — Pl < 2(w — Pyw,w)w.

Wegen a(uy, v) = Mg (ug, v)w fiur alle v € V ergibt sich

m m a
(w — Pyw,w)wy = Zak(w — Pyw, up)w Z )\— (w — Ppw, ug)
k=1

k=1

und mit w — Pyw L V), folgt weiter

(w — Pyw,w)y = Z /\— (w — Pyw, up — Puuyg).
k=1
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6 FEigenwertprobleme

Die Stetigkeit der Bilinearform liefert

m (@)
[(w — Pyw,w)w| < csl|w — Pywl|v (Z |)\k“ Jug — PhUkHV)
k

k=1

[

m 1/2 m 1/2
«
< csllw — Puwlly (Z )\—Ig) (ZHuk—PhukHQv>
k=1 "'k k=1

m
< g X — - .
< cg N |lw — Powl||v grelgi lv — Ppo|lv

llvllw=1

Hieraus folgt die Behauptung mit ¢(m) := 2cgy/m/ ;. O

Satz 6.8 (Konvergenz approximativer Eigenwerte). Es gelten die Annahmen von
Satz 6.3, und es seien V;, C V mit dim V}, > m so gewdhlt, dass limy,_,oinf,, ey, ||[v —vp|lv =0
fiir alle v € V. Dann existiert zu jedem m € N ein h,, > 0 derart, dass

0 < A — Am < 2¢(m) max inf ||v— v}
fowe <

fiir alle 0 < h < h,,,.

Beweis. Fiir jedes v =3 ," | aguy € Uy, mit |oljw =1 gilt

1/2

lv = Puolly < |allux — Pruglly < (Z ai) (Z [k — Ph“k”%/)
k=1 k=1
——_— ——

k=1

=1

Fiir die Galerkin-Approximation gilt aufgrund des Céa-Lemmas fir k=1,...,m
Cs .
[, — Pauelly < — inf |lup — vallv
CK ’UhEVh

und somit

max [|v — Ppolly < \/mc—s max inf |lug — vy h=04.
||;]||6Uh 1 Ci k=1,...muv,€V}
w=

Hieraus folgt mit Hilfe von Lemma 6.7, dass ein h, > 0 existiert mit o, > 1/2 fiir
0 < h < hy,. Lemma 6.6 und Lemma 6.7 liefern wegen 1/(1 — ) <1+ 2z fiir 2 < 1/2

Am < A < | 1+ 2¢(m) max v — Poolly | A
ve

llvllw=1
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6.2 Finite-Elemente-Approximation

Konvergenz der Eigenfunktionen

Wir zeigen die Konvergenz der Eigenfunktionen wy, ,, gegen u,, fir den Fall, dass A, ein
einfacher Eigenwert ist. Unter den Voraussetzungen von Satz 6.8 gilt dann Ay, # A, fiir alle
k # m und 0 < h < hy,. Dann ist auch die Grofse

A
Phym = MAX
™ i<k<n Mg — Aml
k#m ’

wohldefiniert. Diese Grofe enthélt die Information iiber den relativen Abstand der Eigenwer-
te. Je grofer dieser ist, desto kleiner wird py, ,,, und desto besser wird folgende Abschétzung.

Lemma 6.9. Sei \,, ein einfacher Figenwert. Dann existiert ein h,, > 0 derart, dass

||um - Uh,mHW S 2(1 + ,Oh,m)Hum - PhumHW
fiir alle 0 < h < h,,.
Beweis. Sei v = (Phm, Unm)win,, die W-orthogonale Projektion von Pyu,, auf die

lineare Hiille von wup, . Da {up}i_; eine Orthonormalbasis von Vj, bzgl. des Skalarproduk-
tes (-, - )w ist, folgt

n n
1Pt = Onmlliy = 1| D (Pttms un o) wanilliy = D (Prttms )iy (6.7)
Ezm KZm

Wegen der Definition von P, gilt

1 1 Am
(Phuma Uh,k)w = _G(Phum; Uh,k) = —G(Um,uh,k) = —(Um, Uh,k)w
Ak bk Ahk

und daher
(Ange = Am) (Prti, p ) w = A (Um — Prlm, Up ) w .

Diese Gleichung in (6.7) eingesetzt ergibt

n
| Prttm — Uh,m”%/[/ < ple,m Z(Um — P, Uhk)%/v < P;Qz,m Z(Um — Phm, Uhk)%/v

k=1 k=1
k#m

< Pt = Pt [y (6.8)

Aus der Definition von vy, ,, folgt

[Vnm — unmllw = [[[(Phttm, unm)w — Hunmllw = [(Pattm, wnm)w — 1 lunmllw — (6.9)
-1
und
[umllw —[ttm = vhmllw < Nonmllw < Jumllw +vm — vmllw,
—— ——
=1 =|(Prum,un,m)w| =1
d.h.

|(Prttm, U )w — 1] < |t — Upmlw-
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6 FEigenwertprobleme

Die Kombination von (6.9) mit der letzten Abschitzung ergibt
||Uh,m - uh,mHW S ||um - 'Uh,m”W-
Damit erhalten wir

||um - uh,mHW S ||um - Uh,m“W + ||Uh,m - uh,mHW S 2||um - Uh,mHW

< 2|t — Pt w + 2|| Pattn, — V|-

Die Behauptung folgt aus (6.8). O

Lemma 6.10. Es gilt

a(uh,m — U, Uhym — um) - /\mHuh,m - um”%/v + /\h,m - )\m

Beweis. Die Behauptung folgt aus

a(Unm — U, Wnm — Um) = A(Up o, Unm) + @( Uy W) — 26(Up, g, Unn)
- >\h,m + >\m - 2>\m(uh,m7 um)W
= )\h,m - >\m + 2)\m[1 - (uh,m7 um)W]

und
[tnm — [y = ltnmlliy + Ntml5y = 2(nm, tm)w = 2[1 = (Wnm, U )w]-
O

Satz 6.11 (Konvergenz approximativer Eigenfunktionen). Es gelten die Annahmen
von Satz 6.3, und es seien V;, C V mit dimV}, > m so gewahlt, dass limj_,qinf,, ey, [|v —
vpllv = 0 fiir alle v € V. Ist A, ein einfacher Eigenwert, dann existiert ein h,, > 0 derart,
dass fiir alle 0 < h < h,, der diskrete Eigenwert Ay, ,, ebenfalls einfach ist. Weiterhin existiert
eine von h unabhéngige Konstante ¢ = ¢(m) > 0, so dass die Fehlerabschitzungen

_ < ] _
lum — whmllv < ¢ max inf flv—wllv
[lvllw =1

und
|tm — wnmllw < cl|tim — Prtm||lw

gelten.

Beweis. Aus Satz 6.8 ergibt sich, dass der Eigenwert Ay, einfach ist. Ferner ist pj,,, unab-
héngig von h beschrénkt, so dass die zweite Abschétzung aus Lemma 6.9 folgt. Zusammen
mit Satz 6.8 und Lemma 6.10 folgt hieraus die erste Abschétzung

1
Nt — Unmlly < —a(Wnm — U, Unm — U

CK
1

= — [Anlltnm — wnllfy + Mm — A
CK

< S At — Prti |3 4+ 2¢(m) max inf |lv — v,

- CK m m miw veEU, vhREV) Vi

[ollw=1
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6.2 Finite-Elemente-Approximation

denn es ist
U — Prup | < cllum — Prun|ly < ¢ inf ||u, — o)y
v EVR

]

Bemerkung. Bei Diskretisierung mit stiickweise linearen Elementen konvergieren die Ei-
genwerte quadratisch in h. Die Eigenvektoren konvergieren in der Energienorm nur linear,
wihrend sie in L?(2) ebenfalls quadratisch konvergieren. Man beachte, dass dabei die Kon-
stanten vom Index m des Eigenwerts abhédngen.
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7 Gebietszerlegungsmethoden

In diesem Kapitel werden wir Methoden kennenlernen, mit deren Hilfe die Losung von Rand-
wertproblemen durch Aufteilung in Teilgebiete parallelisiert werden kann.

7.1 Die klassische Schwarz-Iteration

Von H.A. Schwarz wurde bereits im Jahr 1869 eine konstruktive Methode vorgestellt, um
die Existenz von Losungen Poissonscher Randwertaufgaben

—Au=f in Q:=Q; Uy, (7.1a)

u=20 auf 0 (7.1b)

zu beweisen. Dabei sind €2, {25 zwei sich iiberlappende Gebiete. Zur damaligen Zeit war nur
die Existenz von Losungen auf Kreis- bzw. Rechteckgebieten bekannt.

Qo

Eine Losung auf Q2 findet man mit Hilfe des folgenden Algorithmus: Gegeben sei uj : Q, — R.
Firn=0,1,2,... 16se auf €y

—Auitt = f  in Q,
' =l auf 99, N Qy,
U?+1 =0 auf 891 \ QQ
und entsprechend auf €2,
—Auytt = f in 9,
uy ™ =t auf 00, N Qy, (7.2)
uy™ =0 auf 99 \ Q.

Damit definiert man die Funktion

no
uy, in {Qs.

n . {Urf, in Ql \ QQ,

Offenbar ist dies gleichbedeutend mit folgender Iteration: bei gegebenem u° : Q — R, das
auf 0€2 verschwindet, 16se fiir n =0,1,2, ...

A2 = in Q,

w2 = in Q\ O
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7 Gebietszerlegungsmethoden

und

—Au"T = f in Q,

unJrl — un+1/2 in Q \ QQ.

Wir werden diese Iteration nun in variationeller Form notieren. Fiir das Ausgangspro-
blem (7.1) verwenden wir V := H}(Q) und die Bilinearform

a(u,v) = / Vu-Vvdz.
Q

Ferner seien Vj, := H}(Qx) und Py : Vi, — V., k = 1,2, bezeichne jeweils die Fortsetzung
durch Null. Dann gilt V' = P, V] + P,V5. Aufserdem definieren wir die lokalen Bilinearformen

ar(u,v) :/ Vu-Voudz, u,véeV;.
Q

Mit u® € V bestimme fiir n = 0, 1,2, ... die Lésung v"t1/2 € ; von
a1 (u"|q, +v" 2 0) = (f,v)20q, fiir allev € 1 (7.3)
und setze u"t1/2 =y + Ppo"t/2. Mit diesem w2 € V bestimme vt € Vj, so dass
as ("2 g, + 0" 0) = (f,0) 1200, fiir alle v € Vi (7.4)

und setze "t = ¢"t1/2 4 Pyt e V.
Aus dieser Formulierung lisst sich eine Darstellung der Schwarz-Iteration durch zwei or-
thogonale Projektoren Py := PPy, k = 1,2, wobei Py : V — V. durch

ak(ﬁku, v) = a(u, Pyo) fiir alle v € V.

definiert ist, herleiten; vgl. auch Ubungsblatt 13 der Vorlesung Wissenschaftliches Rechnen I.

Lemma 7.1. Es sei " := u"™ — u. Dann gilt

"= (I=Py)(I —Pr)e”, n=0,1,2,....

Beweis. Wegen (7.3) gilt
ar (W™ = u™)|q,,v) = (f,0) 12000 — a1(u"]oy,v) = alu — u™, Pv)  fiir alle v € V;

und somit (u"+1/2 —u)|q, = Py (u—u"). Weil /2 — ™ auf Q\ € verschwindet, erhalten
wir
U2y = Py(utY? — )|, = Pr(u— uh).

und hieraus
u? = (1 =P (u" — ).

Analog erhélt man aus (7.4), dass

ut — = (I = Py) (w2 —w) = (I = Py)(I — Py)(u" — u).
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7.2 Die multiplikative Schwarz-Methode

Bemerkung.

(a) Wegen der Fehlerdarstellung des letzten Lemmas spricht von einer multiplikativen
Schwarz-Methode.

(b) Wegen
(I —=P)I—=P1)=1—P1— P2+ PPy (7.5)

kann die Schwarz-Iteration auch als Richardson-Iteration zur Losung des Problems
Pmuu =4
mit Py := Py + P2 — PPy und passender rechter Seite g € V' gesehen werden.

(¢) Anstelle der kontinuierlichen Réume V, Vj, kénnen auch Diskretisierungen V := Sy (77)
bzw. V;, = 83’0(7}), k = 1,2, verwendet werden, wobei Ty eine Zerlegung von €2 ist und

T =T UTs.

7.2 Die multiplikative Schwarz-Methode

Offenbar kann die Schwarz-Iteration auf K Teilgebiete €;, ¢ = 1,..., K, verallgemeinert
werden, indem alle Teilgebiete in einer vorgebenen Reihenfolge abgearbeitet werden und
jeweils eine Losung unter Beachtung der jeweils aktuellen Randwerte ausgerechnet wird.

Dabei nehmen wir an, dass 2; aus Mengen 2, C Q;, i =1,..., K, enstehen, so dass
K —
Q={J%, 9%no =0 k#¢ (7.6)
i=1

und die Breite der Uberlappung mindestens SH mit

H := max diam )}
k=1, K

und einem 0 < # < 1 betragt. {2} kann somit als grobes Gitter von Q gedeutet werden.
Fiir die lokalen Raume V, wahlen wir

Vi =S (Tw), k=1,... K,

wobei die Zerlegung Ty von €2 so gewahlt sei, dass T, = Ule Tr. Wie bisher sei P, : Vi, — Vj,
die Fortsetzung durch 0.

Dann erhélt man die Rekursionsformel fiir den Fehler " der multiplikativen Schwarz-
Methode

e”“:(I—PK)(I—PK—l)'~~'(]_731)€n7 n=0,1,2,...,

und somit

Pmu I:[— ([_PK)([_PK—I) Ce (I—P1)
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7 Gebietszerlegungsmethoden

7.2.1 Abstrakte Konvergenzanalyse

In Abschnitt 2.7 von Wissenschaftliches Rechnen I haben wir in einem allgemeinen Zugang
die additive Schwarz-Methode untersucht. Aus (7.5) erkennt man, dass sich die multipli-
kative Schwarz-Methode (wegen des Terms P,P;) nicht als additive Methode umschreiben
lasst. Allerdings konnen wir die multiplikative Methode unter den gleichen allgemeinen Vor-
aussetzungen (ohne den Bezug zur Gebietszerlegung) wie die bei der additiven Methode
verwendeten analysieren.

Seien Einbettungen Py : Vi, — V mit der Zerlegung

K K
V= PVi, Vov=) PuF (7.7)
k=0 k=0
wobei 1° € Vp, ..., v5 € Vi, definiert. Dabei hat der 0-te Raum eine Sonderstellung; er wird

z.B. als Grobgitterraum gewahlt. Auf den Radumen V}, betrachten wir symmetrische, koerzive
und stetige Bilinearformen
bk Ve x Vi — R.

Nach dem Satz von Lax-Milgram existiert zu u € V die eindeutige Losung Pru € Vi von
be(Pru, v) = a(u, Pyw)  fiir alle v € V.

Durch P, : V — PV, C V, u — P,ﬂsku, definieren wir die sog. Schwarz-Projektoren.
Bei der Analyse der additiven Schwarz-Methode haben wir die folgenden Voraussetzungen
verwendet.

(i) Stabile Zerlegung: Es existiert ¢y > 0, so dass mit der Zerlegung (7.7) gilt

K
Zbk(vk,vk) < cta(v,v) fiiralleveV.

k=0

(ii) Verschirfte Cauchy-Schwarz-Ungleichung: Es existieren Konstanten 0 < €5, < 1,
Ck=1,..., K, mit

la( Py, Pow)|* < €5, a( P, Pp) a(Pyw, Paw)  fiir alle v € V,, w € V.

(iii) Lokale Stabilitit: Es gibt w > 0 mit

a(Py, Pw) < why(v,v) fiirallev e RanP, c Vi, k=0,..., K.

Im Folgenden untersuchen wir die Konvergenz der multiplikativen Schwarz-Methode und
damit insbesondere die Konvergenz der klassischen Schwarz-Iteration.

Bemerkung. Im Fall der Schwarz-Iteration reduzieren sich die Annahmen (i)—(iii) auf die
verschérfte Cauchy-Schwarz-Ungleichung, weil in diesem Fall

be(v,w) = a(v,w) = a(Pyv, Pow), v,w € Vj,

gilt und somit (i) und (iii) mit w = 1 offenbar richtig sind.

Wir benoétigen zunéchst ein technisches Lemma.
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7.2 Die multiplikative Schwarz-Methode

Lemma 7.2. Unter den Annahmen (ii) und (iii) gilt fiir {,k =1,..., K und v,w € V

a(Prv, w) < v/ a(Pyv,v) v a(Prw, w),
a(Pp, Prw) < weger/a(Pw,v) v/ a(Prw, w).

Beweis. Nach Lemma 2.68 ist P, selbstadjungiert. Die erste Abschétzung folgt aus der De-
finition von P, und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung:

a(Prv,w) = a(v, Prw) = a(v, P;ﬂskw) = bk(ﬁkv,ﬁkw)
< \/bk(ﬁkv, Prv) \/bk(ﬁkw, Prw) = v a(v, Pyv) v/a(w, Pyw).

Die zweite Abschitzung erhélt man durch Anwendung von (i) und (iii) auf Py und Ppw

a(Pp, Prw) < e@k\/a(ng, Pv) \/a(Pkw, Prw) < qu\/bg(ﬁgv, 7531)) \/bk(ﬁkw, 75kw)
= wegv/a(v, Pe) v a(w, Pyw).

[]

Der folgende Satz zeigt die lineare Konvergenz ||e"||, — 0 fiir n — oco. Ferner erhélt man
fiir den multiplikativen Schwarz-Projektor ||Puulls < 2.

Satz 7.3. Unter den Annahmen (i)—(iii) mit w € (0,2) gilt

2—w

I— mu 2<1_
1= Pl = 4= i 202,2(8))

<1,

wobei & := max{1,w}.

Beweis. Wir definieren £_; := [ und fiir K =0,..., K
Ey:=(I—-Pp)-...-(I —Py) sowie Qy:=2P;— P;.
Wegen (iii) folgt (vgl. auch (2.28) aus dem Beweis von Lemma 2.71)
a?(Pyv, Ppv) < W2 (Prv, Pv) = w?a*(v, Pyv) < w? av,v) a(Pro, Pro). (7.8)

und hieraus || Px|ls < w < 2. Weil Qy = (21 — Py)Pr > (2 — w) Py, ist @, positiv-semidefinit.
Mit dem zu Ej, bzgl. a adjungierten Operator £} gilt

Ez—lEk—l _EZEk = EZ—leEk’—la k= 07"'aK'

Summation iiber k ergibt

K K
[-ExEx=>Y Ei QB > (2-w)Y Ej Pibii. (7.9)
k=0 k=0
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7 Gebietszerlegungsmethoden

Eine obere Schranke fiir ||Ex||, erhélt man, indem wir im Folgenden zeigen, dass die rechte
Seite der letzten Abschétzung geniigend positiv-definit ist. Zunéchst erhdlt man aus der
Definition von Ej,
k—1
I-Ey1=1—-U—-Pi1)Bro=1—-Ey o+ Pr1Epo="Py+ ZPjEj—l-

i=1

Dies zeigt fiir £ > 0

N

—1
a(Pru,u) = a(Pru, Ex_1u) + a(Pru, Pou) + a(Pru, P E;_qu).

1

J

Mit Lemma 7.2 erhalt man hieraus

a(Pru,u) < \/a(Pku, w) {\/a(PkEklu, Er_qu) + \/a(PkPOu,Pou)+
k—1

+w Z €k \/a(PjEj_lu, Ej_lu)} .
j=1

Wegen €, = 1 konnen wir den ersten Term in den Summenausdruck integrieren. Division

durch y/a(Pyu,u) ergibt mit dem Vektor ¢ € R¥ definiert durch

Cj = \/a(PjEj_lu,Ej_lu), ] = 1,...,K,

die Abschétzung
a(Pyu,u) < 2a(PyPou, Pou) + 20%(Ec)}.
Summation iiber k = 1,..., K und Verwendung der Abschétzung
K
G(kaa U) < wp<6> a(v> U)
k=1

aus dem Beweis von Lemma 2.71 ergibt mit (7.8)

K
a(Paqu, u) = a(Pou, u) + Z a(Pru, u)

k=1

K
< a(Pou,u) + 2 a(PyPou, Pou) + 240°||Ec]3
k=1
< a(Pyu, u) + 2wp(E) a(Pou, Pou) + 20°p*(E)||c|l3
< (14 20°p(€)) a(Pou, u) + 207 p*(E) [ e]l3
K
< (14+20°p%(8) Y a(E; [ PpBr_1u,u).
k=0
Mit (7.9) und der unteren Abschétzung a(Paqu,u) > c;2a(u,u) (dabei ist ¢y aus (i) aus
Lemma 2.70 folgt die Behauptung aus
1+ 20%p%(€)
2—w ¢

(I — ExEx)u,u).

cy?a(u,u) <
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7.3 Die additive Schwarz-Methode

7.2.2 Implementierung des multiplikativen Schwarz-Projektors

Die Schwarz-Projektoren P,q und Py, der additiven bzw. multiplikativen Schwarz-Methode
konnen als Produkt C'A eines passenden Vorkonditionierers C' mit dem Ausgangsoperator A
geschrieben werden. Weil nach Lemma 2.68 gilt

K
Caa = Y _PB;'B},
k=0
ist die Anwendung von C,q offensichtlich. Im Folgenden werden wir die Realisierung der
Anwendung von Cp, im Fall der multiplikativen Schwarz-Methode beschreiben. Wegen
Pow=1—(I—-Pg)...(I —=Py) = CrA
gilt im Fall K = 0 nach Lemma 2.68
yo = C Oz = P A e = [I — (I — Py)|A™ e = PyA~ 'z = PyBy ' Plx.

Angenommen, die Anwendung yx_1 := Oz von O im Fall von K Gebieten wurde
bereits durchgefiihrt. Dann gilt

yg = CBg = A7y — (I = Pg)...(I = Py)A~ 'z
=A'e — (I -Pr)A o+ (I —Pr)yx—1 = PxA e+ (I — Pr)yx 1
= PxBi'Pia + (I — Pg B PEA)yk .

Die Anwendung y = Cy,yx von Ciy,, kann daher durch y := Py By 1P(;[ rund firk=1,... . K
yi=y+ PkBk_lPkT(:B — Ay)

realisiert werden.

7.3 Die additive Schwarz-Methode

Wegen der Uberlappung der beiden Gebiete ©; und €, kann die Schwarz-Iteration nicht
parallelisiert werden. Im Folgenden betrachten wir zwei Moglichkeiten, die gewiinschte Par-
allelitat zu erzielen.

7.3.1 Coloring

Ist © in viele Gebiete €;, i = 1,..., K, zerlegt, so iiberlappen zwar benachbarte Gebiete,
weiter entfernte Gebiete sind jedoch disjunkt. Die Nachbarschaftsbeziehung definiert einen
Graphen mit Knotengrad hoéchstens g. Mit dem einfachen graphentheoretischen Werkzeug
des sog. Colorings kénnen Klassen C;, 7 = 1, ..., N, von disjunkten Teilgebieten identifiziert
werden, d.h. zwei Teilgebiete Q) und Q, k, ¢ € {1,..., K}, besitzen diesselbe Farbe, falls

Q(kak,PgUg) = O, vV € Vk, v € V. (710)

Wegen )
0= CL(PkUk, Pﬂ)z) = bg(P[PkUk, Ug) fir alle vy € V,
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7 Gebietszerlegungsmethoden

bedeutet dies, dass P,P, = 0 und aus Symmetriegriinden auch PP, = 0 gilt. Daher folgt

[—Puu= (1= Pi]. (1 ZP)] Po)

1€Cn, 1€Cy

Offensichtlich reduziert sich damit die Anzahl sequentieller Schritte von K auf N.+ 1. Ferner
ist der Spekralradius von £ durch den maximalen Knotengrad ¢ beschrénkt.

Lemma 7.4. Es gilt p(§) < g+ 1.

Beweis. Wegen (7.10) darf €j; = €x; = 0 gewéhlt weden. Daher existieren pro Zeile und
Spalte von £ hochstens ¢ + 1 Eintrage, die nicht verschwinden. Nach Lemma 2.76 gilt

p(€) = lI€lls < Va+1 max [[&, <g+1,

.....

weil jede Zeile & hochstens ¢ + 1 Eintrage €;; mit 0 < ¢;; < 1 enthalt. O

7.3.2 Die additive Schwarz-Methode

Will man eine vollstdndige Parallelitdt erreichen, so muss P, P, fiir alle k,/ = 1,... K
verschwinden. Der Term PyP; in (7.5) ist dafiir verantwortlich, dass die beiden Aufgaben
fiir die jeweiligen Teilgebiete nicht simultan bearbeitet werden kénnen. An dieser Stelle setzt
die additive Methode an. Hierbei ersetzt man uj*" in (7.2) durch u} und u" durch

ul(x), € Q\Q,

i"(2) = { u(), re\D,
T(ui(z) +uz(z)), =€ N

H

In diesem Fall erhilt man die Rekursionsformel é"! = (I —P,q)é" fiir den Fehler € := 4" —u
mit
Paa :=P1 + Pa.

Auch diese Methode ist auf K Gebiete verallgemeinerbar, indem man im n+ 1-ten Durchlauf
durch die Gebiete die im n-ten Schritt berechneten Randwerte anstelle der innerhalb des
n + 1-ten aktualisierten Werte verwendet. Ahnlich wie beim Vergleich von Gauf-Seidel- und
Jacobi-Verfahren konvergiert die multiplikative Methode im Vergleich zur additiven Methode
schneller.

Schwarz-Methode mit Grobgitterkorrektur

Wir werden nun kliren, welche Bedeutung der Index 0 in den Voraussetzungen (i)-(iii) der
abstrakten Schwarz-Methode hat. Sei €, ein inneres Teilgebiet, d.h. 99, N 9Q = 0. Wir
betrachten den Vektor e*) definiert durch

( (k)) 1, Gitterpunkt x; € Q.
(& . L=
! beliebig, sonst.
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7.3 Die additive Schwarz-Methode

Weil die Steifigkeitsmatrix A aus der Diskretisierung des Poisson-Problems entstanden ist,
verschwindet die Zeilensumme fiir innere Punkte und somit ist P Ae®) = 0. Also gilt auch
fir die im Gebiet €2, berechnete Korrektur

APl Ae™ = 0.

Daher wird keine Fehlerkorrektur durchgefiihrt, obwohl e®) = 1 in . Dieser Effekt tritt
allgemeiner fiir “glatte” Fehler auf und kann durch die im Folgenden beschriebene Grobgit-
terkorrektur behoben werden.

,,,,,

Abbildung 7.1: Grobgitter Ty.

durch
Pru = Tpu]

definiert mit dem Interpolationsoperator J, : C(Q) — Vj,. Dieser interpoliert Grobgitter-
funktionen auf dem feinen Gitter 7. Sei eine Ndherungslosung u® € Vj, fiir a(u,v) = £(v),
v € V},, geben. Dann wird die Grobgitterkorrektur vy € Vg durch das Losen des linearen
Gleichungssystems (vgl. (7.3))

a(vp,v) = L(v) — a(Phu’,v), v € Vy

bestimmt. Als verbesserte Niaherung ergibt sich u! := u° 4 Pyvy. Dies ist die gleiche Update-
Formel wie bei der additiven bzw. multiplikativen Schwarz-Methode. Daher beriicksichtigt
man die Grobgitterkorrektur als O-ten Index im abstrakten Setting:

PO Z:PH, %Z:VH, bo = a.

7.3.3 Abschdtzung der Kondition

Wir schétzen zunéchst den grofiten Eigenwert von P.q ab.
Lemma 7.5. Es gilt a(Paqv,v) < (N.+ 1) a(v,v) fiir alle v € Vj,.

Beweis. Nach Lemma 2.68 ist Py, k = 0,..., K, ein Projektor. Wir setzen P, := Zkeci Py

Wegen
(P)?= Y PPi=) Pi=> Pi="P

k,leC; keC; keC;
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7 Gebietszerlegungsmethoden

ist auch P/, i =1,..., N,, ein selbstadjungierter Projektor. Dann gilt wie in (7.8)

K NC NC
Z a(Prv,v) = a(Pov, v) + Z a(Pjv,v) = a(Pyv, Pyv) + Z a(Pjv, Pjv)
k=0 i=1 i=1

< (N, + 1) a(v,v).
]

Bemerkung. Man kann auch zeigen, dass im letzten Lemma anstelle von N, die maximale
Anzahl N, sich in einem Punkt tiberlappender Teilgebiete treten kann.

Den kleinsten Eigenwert schétzen wir mit Hilfe von Lemma 2.70 ab. Dazu muss nur die
Annahme (i) gezeigt werden. Dazu werden wir die folgenden Hilfsmittel benttigen.

Lemma 7.6. Es sei Qy : L*(Q2) — Vi die L?>-Projektion auf Vi definiert durch
(Quu, vE)r2) = (U, VH) 2, fiir alleu € L*(Q), vy € Vy.
Dann existiert ¢ > 0, so dass fiir alle u € Hg ()

|Quulm) < culm), [u—Quulrq) < cHlulg(q).

Lemma 7.7. Es existiert eine Partition der Eins {x;}+_, mit den Eigenschaften

(1) xx € C>(9),
(iii) S0 xx(x) = 1 fiir alle z € Q,

() [IVxkllL=() < ¢/ (BH).

Fiir den Beweis des folgenden Satzes benotigen wir ferner den FE-Interpolationsoperator

Jp : C(Q) — V, definiert durch
Tulol(@) =Y w(x)ei(x), v e O(Q),
iel

wobei x; der zugehorige Knoten zu (; ist. Fiir diesen gibt es fiir s = 0, 1 und eine Konstante
c > 0 mit
|Tnl]

as(r) < clvlpsry fiirallev € H*(7), 7 € Th.

Satz 7.8. Sei v, € V}, C Hj(Q). Fiir die Zerlegung vy, = Z,iio Pyof mit

v) = Qguy € Vo und v} = Tpl(vn — vD)xilla,, k=1,..., K,
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7.3 Die additive Schwarz-Methode

gilt

a(Pyr, Peof) < (14 1/8%) a(vy, vp)

]~

i
o

mit einer Konstanten ¢ > 0, die unabhangig von H und h ist.

Beweis. Es gilt v, = >, Pyof, weil fir wy, := v, — v))

K K
Z Pevg = Tn[op) + > Inlwnxe) = Tnlvi] + Inlwn Y xx] = Inlvp] + Tnwn] = vi.
k=1 h=1

Sei 7 € Tp, ein Element und k£ € {1,..., K} mit 7 C Q. Aus der Taylorentwicklung um
den Mittelpunkt x, von 7 folgt
Xe(7) — x(z7) = (v — 2.) " Vxu(z,) + O(h?) fiirallex € 7

und hieraus
h

Xk = Xk(27) [ Loy < CB_H

Hieraus erhélt man mit Hilfe der inversen Abschétzung
[T [wn Ok — xw(@ )Ty < ™21 Tnfwn (xr — xa (@)l 200y
< ch™? lwnllZaery Ik = Xa (@) | Zoer)

w22y

c
< B2H?
und somit wegen |xg(z,)| <1
|U;]§|§{1( = [T [thk”%Jl(T)
< 2|3nfwn Ok = Xe (@Dl () + 20T xe (@) wnl i r)

< WHWHL%) + clwlF

Summation iiber alle £k = 1,..., K ergibt

Z kB < Ve (agmlonliay + clonis )

Hieraus erhalt man nach Summation iiber 7 € 7},

K K K
a(ka,’j, kailf) = Z |U}]§|§{1(Q) = |U2|12HI(Q) + Z |Uf]f|%11(9)
k=0 = k=1
&

< |QuvnlFq) + Ne (Wﬂvh — Quonll2) + clon — QHUhthl(Q))
cN.
ﬁ2H2
< e(1+1/6%) [onlip ) = (1 +1/6%) a(vn, vp).

< clnlin + 233 lvn — Quvnlliz@
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7 Gebietszerlegungsmethoden
Aus Lemma 7.5 und Satz 7.8 folgt, dass die Kondition
1
cond(Pog) <c |1+ 7

nur durch den Uberlappungsparameter 3 und nicht durch die Gitterweiten h, H noch die

Anzahl der Teilgebiete K beschrankt ist.
Satz 7.8 zusammen mit Lemma 7.4 zeigen aber wegen Satz 7.3 auch die Beschénktheit der

Norm von [ — P, und somit die Konvergenz der multiplikativen Methode.
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8 Elliptische Variationsungleichungen

Bisher haben wir immer Variationsgleichungen betrachtet. Diese fiihren auf lineare Proble-
me. Die im Folgenden untersuchten Variationsungleichungen treten bei viele komplizierten
physikalischen Prozessen auf und sind nicht-linear.

Beispiel 8.1 (Hindernis-Problem). Wir untersuchen die Auslenkung u :  — R einer
elastischen Membran im Gleichgewicht, die

(i) am Rand 99 des ebenen Gebietes Q C R? fixiert, d.h. u = 0 auf 9,

(ii) oberhalb eines Hindernisses der Hohe ¢ € H'(Q2) mit ¢ < 0 auf 99 liegt und

(iii) einer vertikalen dukeren Kraft 7¢g ausgesetzt ist, wobei 7 die Spannung und g € H ()
eine gegebene Funktion bezeichnen.

Weil die Membran versucht,einen Zustand minimaler Energie anzunehmen, ist u Losung des
Minimierungsproblems

ue K: FE(u)=inf{EW):ve K} (8.1)
mit dem Energiefunktional

1
E(v) = / ~|Vo]? — gvdz
Q2

und der Menge der zuldssigen Auslenkungen
K :={ve Hj(Q):v>1in Q}.

Die Menge K ist nicht-leer, weil max{0,?} ein Element von K ist. Ferner iiberlegt man
sich leicht, dass K abgeschlossen und konvex ist. Das Energiefunktional £ : H'(Q) — R ist
streng konvex und stetig auf K.

Im folgenden Lemma untersuchen wir die Losbarkeit von (8.1). Fiir spétere Zwecke be-
trachten wir unterhalbstetige Funktionale.

Definition 8.2. Sei V' ein Banach-Raum und K C V. Eine Funktion f : K — R heift
unterhalbstetig, falls aus {v,} C K und v, — v € K folgt

f(v) <liminf f(v,).

n—oo

FEine Funktion f heifft schwach unterhalbstetig, falls diese Ungleichung fiir alle {v,} C K,
die schwach gegen v € K konvergieren (d.h. lim,,_, ¢(v, —v) = 0 fiir alle ¢ € V'), gilt.
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8 Elliptische Variationsungleichungen

Lemma 8.3. Sei V' ein reflexiver Banach-Raum und K C V schwach abgeschlossen. Ist
[+ K = R schwach unterhalbstetig mit lim |, f(v) = 00 und f(vo) < oo fiir ein vy € V,
so besitzt das Minimierungsproblem

we K:  f(u) < f(v) firalleve K

eine Losung. Ist zusatzlich K konvex und f streng konvex, so ist das Minimum eindeutig.

Beweis. Wegen f(v) — oo fiir ||v]| — oo ist

Ko:={ve K : f(v) < f(vo)}

beschrankt. Weil K schwach abgeschlossen ist, folgt aus der schwachen Unterhalbstetigkeit,
dass auch K, schwach abgeschlossen ist. Sei

= vlenfgo f(v).
Dann existiert eine Folge {u,} C Ky mit o = lim,, o f(u,). Weil Ky beschrankt ist, ist
auch die Folge {u,} beschrinkt. Die Reflexivitdat von V impliziert die Existenz einer Teil-
folge {uy,}, die gegen u € V schwach konvergiert. Weil K schwach abgeschlossen ist, gilt
u € Ky und
f(u) < timinf f(u,) = o,

n—o0

woraus f(u) = « folgt.
Angenommen, es existieren zwei Minima uy,us € K mit f(u1) = f(ug2). Weil K konvex
ist, gilt (u1 + ug)/2 € K. Die strenge Konvexitét zeigt

Uy + Usg 1

7 ) < §[f(u1) + f(u2)] = f(w),

/(

was den Widerspruch zeigt. O]

Bemerkung. Schwache Abgeschlossenheit und schwache Unterhalbstetigkeit sind als Vor-
aussetzung unhandlich. Wir geben hinreichende Bedingungen an.

(i) Ist K konvex und abgeschlossen, so ist K schwach abgeschlossen.
(ii) Ist f konvex und unterhalbstetig, so if f schwach unterhalbstetig.

Diese beiden Aussagen folgen aus dem Lemma von Mazur.

Die Losung von (8.1) kann durch folgendes Lemma charakterisiert werden; vgl. den Pro-
jektionssatz aus Algoritmische Mathematik I1.

Lemma 8.4. Sei V' ein Hilbert-Raum und K C V konvex und a : K x K — R eine
symmetrische Bilinearform und ¢ : K — R ein lineares Funktional. Genau dann ist u € K
ein Minimum von f(v) := a(v,v) — £(v), wenn

a(u,v —u) > l(v—u) firallev e K.
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8.1 Elliptische Variationsungleichungen erster Art
Beweis. Fiir beliebige v € K ist u + A(v —u) € K, X € [0,1]. Daher nimmt die Funktion
1
o(A) = §a(u +Av—u),u+ Av—1u)) —Ll(u+ Nv—u))

fiir A = 0 ihr Minimum an. Somit folgt

0<¢'(0) =alu,v—u) —L(v—u).

—~

Sei umgekehrt a(u,v —u) > (v — u) fur alle v € K. Dann gilt

flv) = %a(v, v) —L(v) = %a(u, u) + %a(v —u,v —u) +a(u,v —u) — (v —u) —l(u)
> Soluu) — ((w) = f(w)

Wir erhalten also folgendes zu (8.1) dquivalentes Variationsproblem
ue K: /VwV(v—u)da:Z/g(v—u)dm fir alle v € K.
Q Q

Bemerkung. Das letzte Lemma liefert insbesondere eine Charakterisierung der Bestappro-
ximation u € K an uy € V. Fir a(v,w) := (v,w), £ = 0 und K’ := K — g erhélt man
némlich fiir das Minimum «' € K’ die Bedingung (u’,v" — u) > 0 fiir alle v € K’, d.h.

(u—ug,v—u) >0 firallev e K.

8.1 Elliptische Variationsungleichungen erster Art

Sei V ein Hilbert-Raum, a : V xV — R eine stetige und V-koerzive Bilinearform und ¢ : V' —
R ein lineares, stetiges Funktional. Sei K C V. Eine elliptische Variatiationsungleichung
erster Art besitzt die Form

ue K: a(u,v—u)>/l(v—u) firalleve K. (8.2)

Ist a nicht symmetrisch, so kann diese Variationsungleichung nicht wie in Beispiel 8.1 als
Minimierungsproblem interpretiert werden.

Ist K ein Unterraum von V, so ist (8.2) eine Variationsgleichung und somit eindeutig
losbar. Ist K eine konvexe Teilmenge, so hat man folgende Verallgemeinerung des Satzes
von Lax-Milgram.

Satz 8.5. Sei ) # K C V abgeschlossen und konvex. Dann besitzt (8.2) eine eindeutige
Losung u € K.

Beweis. Wir schreiben (8.2) als Fixpunkt-Problem. Dazu verwenden wir L € V' mit ||L||y =
||4]|v und
((v) = (L,v) fiirallev e V.
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Wieder mit dem Rieszschen Darstellungssatz definieren wir fiir « € V' die Abbildung A :
V — V durch
a(u,v) = (Au,v) fir allev € V.

Dann ist A linear und stetig mit ||A|| < ¢g. Daher ist(8.2) fiir jedes 6 > 0 dquivalent mit
(u—[u—0(Au— L)],v—u) >0 fir alle v € K. (8.3)

Nach der Bemerkung zu Lemma 8.4 ist damit u die orthogonale Projektion von u—60(Au— L)
auf K, d.h. es gilt
u= Pg(u—0(Au— L)).

Wir zeigen, dass der Operator auf der rechten Seite fiir 6 € (0, 2cx /c%) eine Kontraktion ist.
Es gilt namlich fiir vy,vy € V

| P (v1 — 0(Avy — L)) — Pg(vy — 0(Avy — L))|I?
< [[(vr = 0(Avy — L)) — (v — 0(Avy — L)) ||*
= [[(v1 = v2) = OA(vy — va)|?
= ||y — va|* — 20a(vy — va, v1 — va) + 0% A(vy — v2)]|?
< (1 = 20ck + %) ||lvr — va)*.

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz besitzt (8.3) und somit (8.2) eine eindeutige Losung.
[

Die folgende Charakterisierung der Losung von (8.2) zeigt einen Weg zur numerischen
Losung von (8.2) auf.

Satz 8.6. Es gelten die Voraussetzungen von Satz 8.5 und a sei symmetrisch. Dann ist die
Losung u € K von (8.2) die eindeutige Bestapproximation in K von w € V', d.h.

|lu — w||, = inf ||v — w]|,.
veK
Dabei bezeichnet w die eindeutige Lésung des Variationsproblems

weV: alw,v)=~»v) firallevelV.

Beweis. Fiir alle v € K gilt
a(u,v —u) > l(v—u) =alw,v —u)

und somit
alu—w,v—u) >0 firalleveV.

Nach der Bemerkung zu Lemma 8.4 ist damit u € K die orthogonale Projektion von w auf K
bzgl. des Skalarprodukts a. O

Zur Losung von (8.2) kann man also zunéchst ein Randwertproblem l6sen und die Losung w
anschliefsend auf K projizieren.
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8.1.1 Numerische Losung

Sei V;, C V ein FE-Raum und () # K}, C Vj, abgeschlossen und konvex. Dann ist die Finite-
Elemente-Approximation von (8.2)

up € Ky o alup,vp —up) > vy, —uy)  fir alle vy, € K. (8.4)

Die Anwendung von Satz 8.5 auf dieses diskrete Problem liefert die Existenz eines ein-
deutigen uj, € Kj. Fiir den Approximationsfehler hat man folgende Verallgemeinerung des
Céa-Lemmas.

Satz 8.7. Es existiert eine von h und u unabhéangige Konstante ¢ > 0, so dass
lu —uply < c{ inf [|lu—vnllv + |a(u, vy, — u) — €(vy — u)|1/2}
v EKp

+ inf |a(u,v —up) — (v — uh)|1/2}. (8.5)

veEK

Beweis. Wegen (8.2) und (8.4) gilt

a(u,v) — (v —u) firallev € K,
a

(uh, Uh) — ﬁ(vh — Uh> fur alle v, € Kj,.
Hieraus folgt mit der V-Koerzivitiat und der Stetigkeit von a fiir v € K und vy, € K},
cxllu —unlly < alu —up,u — uyp)

= a(u,u) + a(up, up) — a(u, up) — aluy, u)

< a(u,v —up) — (v —up) + alu, vy, —u) — (v, — u) + alup, — u, vy, — u).
Die Behauptung folgt mit xy < ex?® + y?/(4e) fiir alle 7,y € R, € > 0, aus

Cs

3= vl

C
a(up — u,vp —u) < cgllu—upllviu—oully < 7K||U — |y +
]

Bemerkung. Im Fall K;, C K gilt u, € K und der dritte Term in der Fehlerabschit-
zung (8.5) verschwindet, d.h. es gilt

Ju —unlly < c{ inf [|ju— vnllv + |a(u, v, — ) — £(vy, — u)[?] }
v €K},

Beispiel 8.8. Wir werden nun mit Hilfe von Satz 8.7 die Konvergenzordnung fiir das
Hindernis-Problem bei linearen Elementen zeigen. Wir nehmen an, dass u, 1 € H*(€) und ©
ein Polygon ist, und verwenden lineare Elemente auf einer nicht-entarteten Triangulierung
von (). Dann ist die diskrete zuldssige Menge

Ky, = {v, € Hy(Q) : vy, ist stiickweise linear, v, (x) > () fiir alle Gitterknoten z}.
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Offenbar ist jede Funktion in K}, stetig, stiickweise linear und verschwindet auf dem Rand.
Allerdings dominiert sie die Hindernis-Funktion ¢ nur in den inneren Knoten des Gitters.
Daher gilt im Allgemeinen K; ¢ K. Fiir jedes v € H () gilt

a(u, v) — ((v) = /Qvu Vo fode — /(—Au— fodz.

Q

Aus Satz 8.7 folgt

|W—Uﬂmmﬁ9{iﬁ [llu = villzn oy + Il = Au = g lu = val i)
v EKp

1/2 . 1/2
1= A flg it o = wl o | 86

Sei Jpu der stiickweise lineare Interpolant von uw. Man {iberzeugt sich leicht davon, dass
Jpu € K. Dann gilt

inf | lu— vallmge) + | = Bu = I llu = vl |
v EKp

~ 1/2 1/2

< lu = Tnullro) + | = Au = fll 5o lu = Tnull g,
1/2 1/2

< ch | lulioy + Il = Au = [l o luliiie) |

Um den Ausdruck inf,cx ||[v — up||r2(q) in (8.6) abzuschétzen, definiere

uy, = max{uy, ¥ }.

Wegen uy,, 1 € H'Y(Q) folgt u} € H'(Q) und offensichtlich u} > 1. Ferner gilt wegen ¢ < 0
auf 052, dass uj = 0 auf 9 und somit uj, € K. Sei

' ={z e Q:up(x) <y(z)}.
Dann gilt uj = up, in '\ Q* und daher
Jg}f{ lv — UhH%Q(Q) < |lup, = UhH%Q(Q) = /Q |up, — | dz.
WEeil in jedem Gitterpunkt u, > ¢ = Jp1, gilt up, > T auch in . Daher folgt fiir z € QF
0 <lup =9l =9 —up <P =Tpp <[ = Tnyl.
und hieraus

lup, — ¥?da < / i) — TP da < / ¢ — Tn)? Az < ch 2 ),
o o Q

was infyer |v — up||Vo L2y < ch||M2 12y liefert. Aus (8.6) folgt hieraus die Fehlerabschéitzung
|l — un|| 1) < ch

mit einer nur von |u|g2(q), || f|lr2@) und |1|g2(q) abhingigen Konstanten ¢ > 0.
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Le
8.2 Elliptische Variationsungleichungen zweiter Art

Zur Erlauterung des zweiten Typs beginnen wir wieder mit einem Beispiel.

Beispiel 8.9 (Gleitreibungsproblem). Sei Q) ein elastischer Korper im Gleichgewicht
auf einem festen Untergrund I'., auf dem er gleitet. Der Rand 0f2 wird als Lipschitz-stetig
angenommen und besteht aus drei disjunkten Teilen I'y, I'y und I'.. An I', wird Q fixiert.
Q) wird einer Volumenkraft mit Dichte f € [L*(©2)]? und der Oberflichenkraft g € [L*(T,)]
an I'y ausgesetzt. Im restlichen Teil des Randes I'. besteht Gleitreibungskontakt. Gesucht
ist das Verschiebungsfeld u : Q — R?. Mit der Gleichgewichtsbedingung

—dive=f inQ, (8.7)

wobei 0 = [aij]‘ij:l den symmetrischen Cauchyschen Spannungstensor bezeichnet, neh-

men wir an, dass das Material linear-elastisch ist, d.h. es gilt

d
o=C0Cs <— Oi5 = Z Cijkgé‘kg(u) in

k=1

d

mit dem Dehnungstensor & = [g4]f;_;

() = 5 (Vu + (Vu))

und dem elastischen Tensor C' € R%" mit Cijke € L>(Q),
Cijke = Cjire = Cheij
und
E:CE > o|E|? fiir alle symmetrischen £ € R,

wobei wir das innere Produkt
d

A:B= Z aijbij

ij=1
fiir Matrizen A, B € R verwenden.
Die Randbedingungen auf I';, und I'; sind

u=0onTl,, ov=gonl,.

Um die Randbedingung auf dem restlichen Teil des Randes zu beschreiben, benétigen wir
folgende Notation. Fiir ein Vektorfeld « € R? bezeichnen wir mit u, := u-v € R die
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8 Elliptische Variationsungleichungen

Verschiebung in Normalenrichtung und mit u, := v — u,v € R? die Tangentialverschiebung.
Dann gilt
U = UV + U,

T

Fiir einen Spannungstensor ¢ € R?*? definieren wir o, = v"ov € Rund o, := ov—o,v € R%

Hiermit gilt
oV =0,V + 0.

Auf I',. stellen wir die folgenden vereinfachten Bedingungen der Gleitreibung

o, =—G, (8.8a)
lo-|| < prG (8.8)

und u, = 0, falls ||o,|| < prG, und u, = —Ao, mit einem A\ > 0, falls ||o,|| = urG. Hierbei
sind G > 0 und der Reibungskoeffizient pr > 0 gegebene Funktionen G, up € L*(I',). Aus
den beiden letzten Bedingungen erhélt man
or - ur = —ppGllu, || auf I..
Im Folgenden leiten wir die schwache Formulierung des Gleitreibungsproblems her. Sei

V={ve [HI(Q)]d cv =0 auf ', }.

Wir nehmen fiir die nichsten Rechnungen an, dass u geniigend glatt ist. Multiplikation
von (8.7) mit v —u, v € V, ergibt

_/Q@_u)divgdx:/ﬂf-<v—u)dx.

Partielle Integration unter Verwendung der Randbedingung liefert

—/Q(U—u)divadfc:—/mau~(v—u)d5+/a:s(v—u)dx

Q
:—/F g-(v—u)ds—/ al/-(v—u)ds—l—/QC’s(u) ce(v—u)de.
Die Zerlegung in Normal- und Tangentialkomponenten ergibt unter Verwendung von (8.9)
_/r ov-(v—u)ds = _/r o,(v, —u,) +or - (v —u,)ds
— / é(vy —u,)ds +/ —0, v — upG|lu.| ds
< [ 6t —uydas+ [ urG(lerl - ulhds

Zusammenfassend lautet die Variationsungleichung fiir das Verschiebungsfeld v € V'

/C’s(u) :5(u—v)dx—l—/ ,uFG'||vT||ds—/ prG .l ds
Q

c c

Z/Qf~(v—u)dx—|—/rgg-(v—u)ds— G(v, —u,)ds

re
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8.2 Elliptische Variationsungleichungen zweiter Art

fiir alle v € V. Das zugehorige Minimierungsproblem lautet
wueV: Eu)=inf{E@):veV},

bei dem das Energiefunktional
1
E(v) = —/ Ce(u) : e(v)dz — / frodx —/ g-vds —i—/ G(v, + prllv-||) ds
2 Ja Q Ty r.

nicht differenzierbar ist. Fiir den nicht-differenzierbaren Teil von E ist der Term, der den
Reibungseffekt beriicksichtigt, verantwortlich.

Das letzte Beispiel fallt in die Klasse der elliptischen Variationsungleichungen zweiter Art.
Neben der Bilinearform a und dem linearen Funktional ¢ wie oben fithren wir ein konvexes
und unterhalbstetiges Funktional j : V — R := R U {400} ein. Dann bezeichnet man das
Problem

weV: alu,v—u)+jw)—ju) >llv—u) firalleveV (8.9)

als elliptische Variationsungleichung zweiter Art.
Um die Existenz von Losungen von (8.9) zu zeigen, bendtigen wir das folgende Lemma.

Lemma 8.10. Sei V ein normierter Raum. Ist j : V — R konvex und unterhalbstetig mit
J(vo) < oo fiir ein vy € V, so existieren £; € V' und ¢; € R mit

j() > {4;(v) +¢; fiir allev e V.

Beweis. Sei ag € R mit ag < j(vg). Weil j unterhalbstetig ist, iberpriift man leicht, dass die
Menge
J:={(v,a) e VxR:jw) <a}

abgeschlossen in V xR ist. Weil j konvex ist, ist J auferdem konvex. Weil die Menge {(vo, ao)}
kompakt und konvex und J konvex und abgeschlossen ist, folgt aus ihrer Disjunktheit nach
dem aus der Funktionalanalysis bekannten Trennungssatz die Existenz eines nicht-trivialen
Funktionals ¢ € V' und « € R, so dass

l(vg) + aag < L(v) + aa fir alle (v,a) € J. (8.10)
Hieraus erhélt man fiir die Wahl v = vy und a = j(vy)
a(j(vo) — ag) >0
und somit « > 0. Division von (8.10) durch « liefert fiir a = j(v)
Jj(v) > —l(v)/a+ ag + L(vg) /.
Hieraus folgt die Behauptung mit ¢; := —¢/a und ¢; := ag + £(vo) /. O
Satz 8.11. Sei V ein Hilbert-Raum, a : V x V' — R eine stetige, V -koerzive Bilinearform,

¢ € V' und j : V — R ein konvexes, unterhalbstetiges Funktional mit j(vy) < oo fiir ein
vy € V. Dann besitzt (8.9) eine eindeutige Losung.
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Beweis. Wir zeigen zunéchst die Eindeutigkeit. Jede Losung u von (8.9) erfiillt
J(u) < alu,vo —u) + j(vo) — £(vo — u) < 00,
d.h. j(u) ist eine reelle Zahl. Seien u;, up zwei Losungen von (8.9). Dann gilt

a(ug, up — uy) + j(uz) — j(ur)

uy) > (ug — uy),
a(ug, uy — ug) + j(uy) — j(ug) >

l
E(Ul — UQ).
Addition dieser beiden Ungleichungen liefert

a(uy — ug,ug —ug) <0

und wegen der V-Koerzivitat u; = us.
Fiir den Existenzbeweis betrachten wir zunédchst den Fall, dass a symmetrisch ist. In
diesem Fall ist (8.9) dquivalent zum Minimierungsproblem

ueV: Eu) =inf{EWw):veV} (8.11)

wobei E(v) := 1a(v,v) + j(v) — £(v). Aus Lemma 8.10 folgt die Existenz von ¢; € V' und
Cj € R mit
j() > l;(v) +¢; firalleveV.
Wegen der gemachten Annahmen an a, 7 und ¢ sieht man, dass E konvex, unterhalbstetig
mit F(vg) < oo und
E(v) = oo fiir ||v]| = o0

ist. Nach Lemma 8.3 besitzt das Minimierungsproblem (8.11) und damit (8.9) eine eindeutige
Losung.

Wir betrachten nun den allgemeinen Fall einer unsymmetrischen Bilinearform a. Wir trans-

formieren das Problem (8.9) in ein Fixpunktproblem. Fiir jedes 6 > 0 ist (8.9) dquivalent
mit

wueV: (u,v—u)+0j)—=0ju) > (u,v—u)—0a(u,v—u)+0l(v—u) YveV.
Fiir gegebenes u € V' betrachte das Problem
weV: (w,v—w)+0jw)—0jw)> (u,v—w)—0ba(u,v—w)+60l(v—w) YveV.

Wegen der Symmetrie von (-,-) existiert nach obiger Diskussion eine eindeutige Losung
w = Pyu dieses Problems. Offenbar ist jeder Fixpunkt von Py eine Lésung von (8.9). Wir
zeigen, dass Py fiir geniigend kleine 0 eine Kontraktion ist. Dann folgt aus dem Banachschen
Fixpunktsatz die Existenz eines eindeutigen Fixpunkts. Fiir uy, us € V setze wy := Pyuy und
wy := Pyuy. Dann gilt

(wl,wQ — 'lUl) + 9](’11]2) — 6](11}1) (Ul,UJQ — wl) — 9@('&1,11)2 — wl) + 95(11)2 — wl),

>
(we, w1 — wy) + 07(wy) — OF(wy) > (ug, w1 — we) — Ga(ug, wy — wy) + OL(wy — ws).
Addition der beiden Ungleichungen liefert

||y — w2H2 < (ug — ug, wy — wy) — Ba(ug — ug, wy — we) = (I — OA)(ug — ug), wy — wy),
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wobei der Operator A durch a(v,w) = (Av,w) fiir alle v,w € V definiert ist. Hieraus folgt

[y = wall < (1 = 0A)(ur — )|

Wegen
I(7 = 0A)ull* = [lu — 0Au|* = [[ull* — 20a(u, u) + 67| Au])*
< (1 - 2Bex + 023) Jul?
ist Py fiir alle 6 € (0,2cx /c%) eine Kontraktion. O

Beispiel 8.12. Mit der Wahl

V={ve[H(Q)]:v=0aufT,},

d
a(v,w) = E /Cijkwijwu,
Q

i7j7k7€:1

i) = / urGllos || ds,
Fc

E(v):/f-vdx+/ g-vds—/ G, ds,
Q r c

g

sieht man, dass das Gleitreibungsproblem Beispiel 8.9 eine elliptisches Variationsungleichung
zweiter Art ist. Die Voraussetzungen von Satz 8.11 iiberpriift man leicht. Daher besitzt dieses
Problem eine eindeutige Losung.

8.2.1 Numerische Losung

Es gelten die Voraussetzungen von Satz 8.11. Dann besitzt die folgende elliptische Variati-
onsungleichung eine eindeutige Losung.

wueV: alu,v—u)+jv)—ju) >l(v—u) firallevelV. (8.12)

Sei V, C V ein Finite-Elemente-Raum. Dann lautet die Finite-Elemente-Approximation
von (8.12)

up € Vit alup, vy — up) + j(vp) — j(up) > (v, —up)  fiir alle vy, € V. (8.13)

Unter der Annahme, dass vy € V}, existiert mit j(vg) < 0o, besitzt auch (8.13) eine eindeutige
Losung. Wir zeigen wieder eine Verallgemeinerung des Lemmas von Céa.

Satz 8.13. Es gilt
Ju—unllv <ec 1161‘f/ {{lu = vnllv + la(u, vy — u) + 3 (va) — j(u) — €(v, — u)|'?}
Vh h

mit einer von h und u unabhéngigen Konstanten c > 0.
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Beweis. Wir setzen v = uy, in (8.12) und addieren diese Ungleichung zu (8.13). Daraus folgt
a(u,up — u) + alup, v, — up) + j(vp) — j(u) > (v, —u) fiir alle v, € Vj,
und mit der V-Koerzivitat und der Beschrianktheit von a

cxllu —unlly < alu — up,u — up)
= —a(u,up —u) — alup, vp — up) + a(up — u, vy, —u) + a(u, v, — u)
a(up — u,vp — ) + alu, vy — u) + j(vn) — j(u) — £(vp — u)

csllu—unllvllu—vnlly + alu, v —u) + j(vn) = j(u) — €(op — u)

IA A

IN

c ‘ .
fﬂu—um%+dw—vm%+ath—m+oww—Jw»—am—ux
woraus die Behauptung folgt. O

Wir verwenden den letzten Satz, um fiir folgendes Modell-Problem eine Fehlerabschitzung
herzuleiten. Auf dem Gebiet 2 C R? mit Lipschitz-Rand 92 betrachte V := H'(Q),

a(v,w) := /QVU Vw4 ovwdz, ((v):= /va dz, j(v):= g/&m lv|ds (8.14)

mit gegebenen f € L*(Q) und g > 0. Der Einfachheit halber sei {2 polygonal und

K
o0 =1,
i=1

wobei jedes I'; ein Liniensegment bezeichne. Hierbei handelt es sich um eine vereinfachte
Version des Gleitreibungsproblems Beispiel 8.9.

Satz 8.14. Sei Tj, eine nicht-entartete Zerlegung von 2 und V;, = S™(Ty). Gilt fiir die

Lésung von (8.12), dass u € H*(Q) und u|r, € H*(T;), so folgt fiir die Losung von (8.13)

lu = unl| < e(u) w.

Beweis. Zunéchst gilt
a(u, vy, —u) + j(vp) — j(u) — (op — u)

= ., dyu(vy, —u) + g(|on| — |ul) ds + /Q(u — Au— f)(vp, —u)dz

< (I1osullzzon) + 9v/1091) llon = ull 2oy + llu = Au = fllzz@yllon = ull 2.

Nach Satz 8.13 folgt

. 1/2 1/2
e = wnllsioy < ew) it {llu = valliscoy + llow = ulPoon, + llon = ull o }
Die Behauptung folgt nun wie in Beispiel 8.8. O

Ein grundlegendes Problem bei der Behandlung des diskreten Problems (8.13) ist die
Behandlung des nicht-differenzierbaren Terms j. Wir stellen zwei Zugénge vor, um dieses
Problem zu 16sen.
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Regularisierung

Eine mogliche Vorgehensweise ist die Regularisierung von j, d.h. statt j verwende

jolz) = / R

mit dem Glattungskern 7. : B.(0) — R,

_nlz/e)
77&(55) T Ad
€ HnHLl(Rd)

)
wobel € > 0 und

) exp(4/4|z])3 - 1)), lzlle < 1/2,
n(z) = {O, ol > 172

Dann gilt 7. € C*(£2) und fiir Lipschitz-stetige j gilt

i@ - i@ =1 [ U@ - i —y)nly) dy) < / 5(@) — j(z — )lne(y) dy
B:(0) B:(0)

S/ L[yllan(y) dy < La/ ne(y) dy = Le.
B.(0) B.(0)
Das regularisierte Problem

u: € Viooalue,v—ue) + j-(v) — je(ue) > (v —u.) firalleveV
ist dquivalent zur nicht-linearen Variationsgleichung

u: €V alug,v) + (Gl(u),v) = L(v) firalleveV.

Lagrange-Multiplikatoren
Der folgende Beweis basiert auf der Aquivalenz von (8.12) und

a(u,v) + j(v) > f(v) firallev eV, (8.15a)
a(u,u) + j(u) = L(u). (8.15Db)

fiir Funktionale j : V' — R. Wir betrachten beispielhaft das vereinfachte Gleitreibungspro-
blem (8.14). Dazu sei

A:={pe L=09) : |u(z)| <1 auf 9Q}.

Satz 8.15. Das Problem (8.14) ist dquivalent mit

(u,\) e VxA: a(u,v)+ g/ Avds = ((v) fiir allev €V, (8.16a)
)
A = |u|  auf 0. (8.16b)
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Beweis. Aus (8.15a) folgt |L(v)| < j(v) fiir alle v € V mit L(v) := ¢(v) — a(u,v). Daher
héingt L(v) nur von der Spur v|gq ab, und L ist ein stetiges, lineares Funktional auf H/2(992).
Ferner erhélt man die Abschatzung

IL(v)| < gllvllziony fiir alle v € HY2(0Q).

Weil H'/2(89Q) ¢ L'(9Q), kénnen wir L nach dem Satz von Hahn-Banach zu L € [L'(9Q)]
mit R
ILI =1Ll < g

fortsetzen. Wegen [L'(0Q)] = L*>°(0€2) gibt es nach dem Satz von Riesz A\ € A mit
L(v) = g/ Mvds  fiir alle v € L' (092).
o0

Daher gilt

((v) — a(u,v) = L(v) = L(v) = g/ Avds fiir allev e V
o0

und somit (8.16a). Fiir v = u erhélt man insbesondere

a(u,u) —I—g/aﬂ Auds = l(u).

Zusammen mit (8.15b) folgt

lu] — Auds = 0.
o0
Wegen |A| <1 auf 052 folgt auch die zweite Bedingung (8.16b).
Umgekehrt erfiille (u, \) € V' x A die Bedingungen (8.16). Dann folgt aus (8.16a) fiir v —u
statt v

a(u,v—u)—i—g/ )\vds—g/ Auds = £(v — u).
20 00

Wegen
g [ duds=g [ Julds=j). g [ wds<g [ folds=i
Ge) o9 20 o)
16st u das Problem (8.14). O

Hieraus kann man eine iterative Technik zur Losung von (8.14) entwickeln. Sei p > 0 ein
Parameter.

Algorithmus 8.16.
Input: Mg € A (z.B. Ay =0)
Output: Folge (un, Ay)

forn=20,1,2,...
finde u,, € V als Losung des Variationsproblems

a(un,v) = £(v) — g/ Apvds  fiir alle v € V;
o0

bestimme den Lagrange-Multiplikator
Antl = PA(/\n + pgun),

wobei Py : L>®(0€2) — R durch Pyp := sup{—1,inf{1, u}} definiert ist.
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8.2 Elliptische Variationsungleichungen zweiter Art

Man kann zeigen, dass ein py > 0 existiert, so dass fiir alle p € (0, pg) gilt

(Un, An) = (U, A) € V x AL
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