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Aufgabe 4. (Hermite-Interpolation) (12 Punkte)

a) Berechnen Sie das Hermite—-Interpolationspolynom Hj(z), das den Interpolationsbe-
dingungen Hs(1) = —4, HL(1) = =7, HI/(1) = =8, H5(2) = —14, H.(2) = —8 und
H5(3) = 14 geniigt.

b) Essei f(x) = 1/(1+2?%) und P ein kubisches Polynom mit P(4) = f(4), P'(4) = f'(4),
P(5) = f(5), P'(5) = f'(5). Man berechne P(4.5) und P(4.5) — f(4.5).

¢) Q(z) und P(z) seien Polynome vom Grad < 4 mit Q(z) = P(z) fir x = -1, —a,a, 1,
0 <a<1und Q(0) = P(0) + ¢, € # 0. Man berechne

M) = max |Q() - Pla)

fir a = 0.001, a = 0.5, a = 0.999.

Aufgabe 5. (Tschebyscheff-Polynome) (12 Punkte)
Die Tschebyscheff-Polynome T, sind fiir x € R definiert durch die Rekursionsformel

Ti(x) = 22T, 1(z) — Tp—o(x), To(x)=1, Ti(z)==x
und haben auf dem Intervall [—1,1] die Darstellung
T, (x) = cos (n - arccos ) .
Beweisen Sie folgende Aussagen:

a) Die Tschebyscheff-Polynome sind orthogonal beziiglich der Gewichtsfunktion w(z) :=
1.
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Hinweis: Beweisen Sie zunéichst die Orthogonalitéitseigenschaft des Kosinus:

4 )0 firk#1
/0 cos(ko) cos(lgp) dp = {g fir k=1 20,

b) Die Tschebyscheff-Polynome sind minimal beziiglich der Maximumnorm ||f|lec =

max,e(_1,1] | f(2)| unter den Polynomen P, € II,, mit fithrendem Koeffizienten 2",

Hinweis: Beachten Sie, dass das Polynom T, an den Tschebyscheff-Abszissen T}, :=

cos %’r alternierend die Werte 1 und —1 annimmt. Betrachten Sie nun ein beliebiges

Polynom P, € II,, mit fithrendem Koeffizienten 2"~ und |P,(z)| < 1 fiir = € [-1, 1].



c) Sei [a,b] ein beliebiges Intervall und ¢y ¢ [a,b]. Dann ist das modifizierte
Tschebyscheff-Polynom
- To(x(t) .
Th(t) ' = =——=55 mit =z(t):=2
"0 Tty M
minimal beziiglich der Maximumnorm || f|lec = max;c(qp) |f()] unter den Polynomen
P, € I, mit P, (ty) = 1.
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Aufgabe 6. (Hermite-Genocchi-Formel) (8 Punkte)

Seien z, ..., x, paarweise verschiedene Punkte im Intervall I € R und f € C"(I).
Zeigen Sie, dass fiir die n-te dividierte Differenz dann

Fleos-.an) = | f™(tozo+ -+ towy) di
S

gilt, wobei Y,, den n-dimensionalen Standardsimplex bezeichnet:

n
Y, = {t:(to,...,tn)eR"“‘ZtizlundtiZOfﬁrz’:O,...,n}.
=0

Hinweis: Induktion!

Gesamtpunktzahl: 32 Punkte



