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Aufgabe 7. (Kondition der Polynominterpolation) (8 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Konditionszahlen %, 5)7 und g—}/ fiir die Polynominterpolation.

Um welchen Betrag dndert sich y = P(x), wenn f; sich um e dndert? Verwenden Sie
die Darstellung mittels Lagrange-Polynomen.

b) Betrachten Sie den Fehler der Hermite-Polynominterpolation einer Funktion f mit
|t (2)| < ¢ auf dem Intervall [—1,1] fiir n + 1 #quidistante Stiitzstellen z; =
—1+ 2 Vergleichen Sie den Fehler P(z) — f(z) in den Intervallen [0, 2] und [1— 2, 1]
fiir wachsendes n.

Bemerkung: Diese Diskussion liefert einen Hinweis, dass der Interpolationsfehler am
Rand des Intervalls wesentlich gréofler werden kann als im Inneren. Durch eine kluge
Wahl der Stiitzstellen z; kann jedoch der Interpolationsfehler iiber das gesamte Intervall
minimiert werden. Diese Eigenschaft haben gerade die Nullstellen der Tschebyscheft-
Polynome.

Aufgabe 8. (Rekursionsformel der Bézier-Teilpolynome) (6 Punkte)
Fiir die Teilpolynome b (¢) der Bézier-Kurve P(t) vom Grad n gilt

BE(E) = (1= 0)BE (1) + 0 (1)

firk=1,...,nund i=0,...,n — k. Beweisen Sie diese Aussage.

Aufgabe 9. (Konstruktion kubischer Splines) (12 Punkte)

Zu einer Unterteilung A := {a = 20 < 21 < ... < z,, = b} von [a,b] ist der kubische
Spline Sa : [a,b] — R so definiert, dass

1. Sa € C?%[a,b] und

2. S auf jedem Teilintervall [x;, z;+1], 7 = 0,...,n—1 mit einem kubischen Polynom

tibereinstimmt, d.h. Sal(, o, ,) € IIs.

Bemerkung: Global hohere Polynomgrade fithren zu starken Oszillationen in der Interpo-
lation. Bei den Splines ist nun die Idee, eine moglichst glatte Interpolation zu erreichen,
indem lokal Polynome niedrigen Grades gew#hlt werden. An den Stiitzstellen miissen
diese mit den Nachbarpolynomen zweimal stetig differenzierbar ineinander iibergehen.

Der kubische Spline Sa(z) interpoliere die Funktion f(x) an den Punkten z;, 0 <1i < n.



a) Zeigen Sie, dass Sa die stiickweise Darstellung
_ 2 3 2 3 2,43 2,43
Salw) = fai)(1=3t7 +267) + f(@ie1) (387 = 287) + zihi(ti — 207 +7) + 21 ha (7 +17)
besitzt, wobei
zi = Sh(z;) fir 0 <i<n

sowie

x; <x < w1, ti=(x—x;)/h; und h; = x4 —x; fir 0 <i <n—1.

b) In dieser Darstellung sind die Ableitungen z; die einzigen Unbekannten. Leiten Sie
nun aus der Forderung, dass S} (z) stetig ist, die n — 1 Gleichungen

( 1 1 > NE (f(xi) — f(@i-1) N f(@iy1) — f(%))

R k) i, ?

Zi—1
2 .
TeE hi-1 — h;

hi—1

fir 1 <i<n-—1 her.

c) Jetzt fehlen noch zwei Gleichungen fiir die n + 1 Unbekannten z;. Geben Sie das zu
l16sende lineare Gleichungssystem fiir die natiirlichen Randbedingungen

SA(a) = SA(b) =0
in Matrixnotation an.

d) Mit welchem Aufwand ldsst sich das lineare Gleichungssystem lésen?

Programmieraufgabe 2. (De Casteljau) (12 Punkte)

Schreiben Sie eine Variante des Algorithmus von de Casteljau, welche zu einem Po-
lynom P(t) = Y@ b;Bl'(t) in Bézier-Darstellung bzgl. [0,1], gegeben durch sei-
ne Bézier-Punkte by, ...,b,, den Wert der k-ten Ableitung P®*)(t) an einer beliebi-
gen Stelle ¢ € [0,1] berechnet. Testen Sie Ihren Code anhand der Bézier-Punkte
(0,0),(1,1),(2,0),(3,2). Werten Sie hierzu das Polynom selbst sowie seine erste und
zweite Ableitung an 40 uniform verteilten Punkten im Intervall [0, 1] aus. Plotten Sie
die Punkte der Polynomauswertung.

Abgabe Mi 09.05. und Do 10.05. im CIP-Pool (www.iam.uni-bonn.de/pcpool/).
Ab Mi 02.05. héngt eine Terminliste fiir diese beiden Tage aus; bitte tragen Sie sich
alleine oder in 2er Gruppen ein. Die Liste befindet sich Mo—Mi im CIP-Pool der Wege-
lerstrae, Do—Fr im CIP-Pool der Endenicher Allee.

Gesamtpunktzahl: 26 + 12 Punkte
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