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Warmeleitung
Elektrostatik

Aufgabenstellung

@ Gegeben: aufgeheizter Stab der Lange
Temperatur T, am linken und Temperatur T, am rechten Ende

@ Gesucht: Temperaturverteilung im Stab
Modellierungsannahmen:

@ Stab ist ein eindimensionales Kontinuum der L&nge L

@ Warmestrom nur in Langsrichtung

@ Stab besitze eine konstante Warmeleitzahl

@ Es gibt innere stationdre Warmequellen mit Dichte g(x)
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Energiebilanz

Betrachten die Energiebilanz in einem Kontrollvolumen am Ort x mit

Querschnitt A und Dicke Ax:
a0 L Sw
NN
HOREIICHOR

=
Die aufgenommene Warmemenge Wy pro Zeit:
X+Ax/2
wi= [ a) e
x—Ax/2

Die abgefihrte Warmemenge AJ pro Zeit durch Warmeleitung im Stab:

AJd = {a (X-l—%) —a(x— %)} A,
(o Warmestromdichte)

Bilanzierung der Energie (1. Hauptsatz der Thermodynamik)
Ad = Wy
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Herleitung

Fouriersches Warmeleitgesetz:

o(x) = —/\%(x).
mit
@ T(x) ist die Temperatur im Stab am Ort x,
@ )\ ist die Warmeleitzahl des Stabes (materialabhangig)

Einsetzen liefert:

X+Ax/2
/jL Q(f)de |:O-<X+AX)_O-<X_AX):|.A
X—Ax/2 2 2

x+ax/2 dT Ax daT Ax
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Herleitung 2

Division durch Ax und dem Grenzlbergang Ax — 0 liefert:

fim A (AT AX) AT (A T e e
Ax—0 AX dx 2 dx 2 a0 AX Sy axe d ’
d dT
o 5 (K)m = aw.

also, falls \ konstant ist,

2
_ A%(X) _q(x) firx € (0,L). (1)
und
T0)=T,, T(L)=T, ()

Gleichung in 3D (Material ist homogen und isotrop):

02 02 02
- (6))(2+8}/2+ 5‘22) T=4q(x,y,2)
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Einschub: Partielle Ableitungen

Definition

Esseif:R™ — R", x — y = f(x) und e; € R™ der j-te Einheitsvektor. Dann

hei3t (falls existent)
ot im fi(x + hej) — fi(x)
X h—0 h

partielle Ableitung von f; in Richtung ejj.

Weiters ist
Vu: — ou ou ou T i — 1
u: = ox;  oxg T Dxm nur fiir n =
divu: = V~u:Za—X: nur firn=m
rotu: = Vxu nurfirmn=3
&u L
Au: = divVu= Z 8X2 nur fiir n = 1
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Modellierung elektrodynamischer Effekte mit den physikalischen
GroBen

e E -elektrisches Feld, Einheit ist Z,
e B -magnetische FluBdichte, Einheit ist ¢,
e D -elektrische FluBdichte, Einheit ist A5

Fy
@ ge -Ladungsdichte, Einheit ist 25
Maxwellsche Gleichungen u.a.
o oB
E = -=—
rot T 3)
dvD = g, (4)

und das Materialgesetz D= soa,E mit

@ co/,... absolute und relative Dielektrizitatskonstante, d.h.
g0 = 8.8542-107 1278

Vm?
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Potentialgleichung

Elektrostatik: elektrische Feld E hangt nicht von der Zeit ab und es
gibt keine Magnetfelder: Aus (3) folgt dann

rotE = 0,
d.h. E ist wirbelfrei. Damit gibt es ein elektrisches Potential (Differenz
ist Spannung U) ¢ mit
E=-V¢. (5)
Mit (4) und dem Materialgesetz erhalten wir
dvD = g
diveE = g
—diveV¢ = gQe.
Falls sogar ¢ = ¢¢ gilt, folgt daraus
Qe

60.

— N =
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1. Ableitung

@ Gegeben: Eine Funktion f : R — IR oder einfach eine
Berechnungsvorschrift f(x)
@ Gesucht: Approximation von f'(x).
@ Idee: Analysis:
f(x + h) — f(x)

o
f(x)*f';'ﬂ"o h '

also fur hinreichend kleines h > 0 gilt:

f'(x) ~ Mf)’_f(x) =: 6, f(x) vorwirt. Differenzenquotient.

Analog ist

f(x) — f(x — h)
h

f'(x) =~ =:6, f(x) riickwirt. Differenzenquotient

und der zentrale Differenzenquotient

P00 ~ & (03100 + o5 100) = EHI IO ey %
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2. Ableitung

Finite Differenzen

Wir nahern die 2 Ableitungen jeweils durch den zentralen
Differenzenquotienten mit Schrittweite h/2 an:

f//(X)

Q

ﬁ/gf’(X) _ f'(x+ h/2) ; f'(x—h/2)
1 /f(x+h) —f(x) f(x)—~Ff(x—~h)
h ( h a h

f(x+h) + f(,);z— h) — 2f(x) — 821(x)
Approximation | Fehler
f’(X) 5+f( x) | O(h)
F(x) =0, f(x) | O(h)
F(x) — 521‘( ) | o)
f'(x) — 62f(x) O(h?)
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1D Modell
2D Modell

1D-Modell

Gesucht ist eine Funktion u mit

7U"(X) = f(X)v X e (071)

u(0) = u(1) =0,
wobei f eine vorgegebene Funktion ist.
Das kontinuierliche Intervall [0, 1] wird durch eine endliche Punktmenge
(Gitterpunkte), z.B. x; = ih, i = 0,1,..., N mit h=1/N, ersetzt. Die
2. Ortsableitung in einem Gitterpunkt wird durch den zentralen
Differenzenquotienten approximiert:

U(x) ~ #(u(x,q)—2u(x/)+u(x,+1)).

Es entsteht folgendes lineare Gleichungssystem: u; ~ u(x;)
—%(Uif1 —2ui+ upyq) =1f(x) fari=1,2,...,N—1

mit den Randbedingungen
Uu=uv=0
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Popcinsie e et | 2 it
Lineares Gleichungssystem
Kompakt erhalten wir
Knup = fp,
mit der Matrix
2 -1 0 0
1 2 -1
Kh = (Kj)ij=12,.., N71—% 0 0
4 2 -1
0 o -1 2

und den Vektoren

Up = (Uj)i=12,..N—1, Tp=(F)i=12,.. . N—1 Mit f; = F(X;).
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2D-Modell

@ Seinun Q =(0,1) x (0, 1) (das Einheitsquadrat in der Ebene),
@ [ bezeichnet den Rand der Menge Q,
@ Esseif: Q+— R gegeben,
@ Gesucht ist eine Funktion v : Q — R mit
2 2
f%—g—yﬁ = f inQ, (7)
u = 0 auflfr =0Q

@ Diskretisierung von (7) auf dem Gitter
Qn={(x,yli,j=1,2,...,N=1}mith=1/N,x;=i-h, yj=j-h

@ zentraler Differenzenquotient fur die zweiten Ableitungen u(x;, y;) =~ uj

8%u 1
P~ (Ui—1,j — 2uj + Uig1)
2u 1
5 ~ R (Uij—1 — 2Uj + Uij1),

Sven Beuchler Numerische Lineare Algebra Einleitung



Modellierung von Differentialgleichungen
Approximation von Ableitungen
Finite Differenzen

1D Modell
2D Modell

Lineares Gleichungssystem

@ Einsetzen in (7) liefert im Gitterpunkt (x;, y;) eine
Differenzengleichung

1

ﬁ(*uiq,/ — Ujj—1 + 4Uj — U1 j — Ujj1) = T
wobei f;j = f(x;, y;).

@ Anordnung der Unbekannten uj und Differenzengleichungen
zeilenweise von links nach rechts und die Zeilen von unten nach
oben

@ Es entsteht unter Verwendung der Randbedingungen
Uj=0, un;j=0, up=0 un=0

das lineare Gleichungssystem

Khup, =
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Lineares

Kp =

Rl =

aor

=4 dao
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Eigenschaften Matrix K},

@ Gleichungssystem ist fiir groBe N sehr groB (n, = (N — 1)?
Unbekannte und Gleichungen)
@ je gréBer N, desto genauer ist die Approximation:
e hist ein Maf fur die Feinheit der Zerlegung,
o GrdBe ny, ist proportional zu 1/h? ist, wobei d die Raumdimension
des Problems ist, kurz n, = O(1/h%).
@ Matrix ist dinnbesetzt (maximal 5 Nichtnulleintrage pro Zeile):

500,

1000 B
5000

1500

00

10000 2500 e
000

15000)
5000 10000 15000 o 000 2000 000
nz - 70876 2 < 18972
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