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Aufgabe 1. (Lemma von Reusken)

Es sei ||| eine durch eine Vektornorm induzierte Matrixnorm und A eine gegebene Sy-
stemmatrix. Dartiber hinaus sei G derart gegeben, dass HI — G_IAH <1
Zeige, dass fiir S =1 — %G_lA gilt, dass

) 2
A"} < 24/ — NG

Hinweis: Es darf ohne Beweis verwendet werden, dass fiir jede quadratische Matrix B
mit [|B]| <1 gilt
2

I—B)(I+ B)| <2vt! .
I )L+ B)"|| < p—

Aufgabe 2. (Gliattungseigenschaft des geddmpften Jacobi- und Gauk-Seidel-Verfahrens)

Die Iterationsmatrix des geddmpften Jacobi- und Gauk-Seidel-Verfahrens ist gegeben
durch
S:=(1—-w)l—wl firalleweR,

mit Ty = —ABI(AL + AR) bzw. Tgs = —(Ap + AD)flAR.

a) Bestimmen Sie zunéichst jeweils eine Zerlegung der Matrix A = M + N, beziiglich
der sich die Iterationsmatrix des gedampften Jacobi- bzw. Gauss-Seidel-Verfahrens
mit w = % darstellen lasst als

S=1- %M‘lA.

b) Es sei A schwach diagonaldominant, das bedeutet, es gilt

|| > Z lajj|, firallel <i<n.
i#]

Zeigen Sie, dass in diesem Fall ||[M~IN||o <1 gilt.

c¢) In einem zweiten Schritt soll unter obiger Voraussetzung die Glattungseigenschaft
des geddmpften Jacobi- und Gaufs-Seidel-Verfahrens (mit w = %) gezeigt werden.
Dazu nehmen wir an, dass
M|l < ch™2,
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wobei h die Gitterweite der entsprechenden Diskretisierung bezeichne. Zeigen Sie
damit die Glattungseigenschaft in der Form

1
ASY||o < Cg—h"2.
H Hoo_ S\/Ij

Aufgabe 3. (Mehrgitterverfahren bei geringerer Regularitét)

Fiir die Konvergenz von Mehrschrittverfahren werden zwei Eigenschaften bendtigt: Die
Glattungseigenschaft
157 vnllx < ch™P0 7 oplly

und die Approximationseigenschaft
lvn = Prronlly < b” lon x -

In der Vorlesung wurde die Konvergenz des Zweigitterverfahrens mit Richardson-Glattung
unter Verwendung der Normen ||-||y = ||| |l2 und ||-[y; = ||| llo gezeigt. Dabei wurde
der Regularititssatz verwendet, also H2-Regularitiit vorausgesetzt. Hat man Gebiete mit
einspringenden Ecken, kann man aber haufig nur geringere Regularitit voraussetzen (die
man als H3/2-Regularitit einfithren kann).

Zeigen Sie unter Verwendung der Normen ||-|| x = [[[l[3/2 und |||ly- = [[[{l|1 /2 die Glittungs-
und Approximationseigenschaft fiirs Zweigitterverfahren mit Richardson-Gléattung bei
der Anwendung auf eine Systemmatrix Ay mit Apax (Ap) ~ h32.

Hinweis: Ohne Beweis darf die Abschitzung [[vn — Pronll g o) < chl/%d/‘lmvhmgﬂ ver-
wendet werden.

Abgabe der Programmieraufgabe in der Woche 16.-20.04. in der Ubung

Programmieraufgabe. (Glittung)

Ziel dieser Aufgabe ist, den in der Vorlesung behandelten Glattungseffekt der klassichen
Iterationsverfahren nachzuvollziehen. Schreiben Sie Funktionen, die v Schritte

a) des Gauk-Seidel- bzw.

b) des Richardson-Verfahrens mit Parameter «

fir schwach besetzte Matrizen ausfithren.
Testen Sie jeweils an Hand des 1d-Modellproblems

—u"(x) =1 in (0,1), wu(0)=wu(l)=0,

dessen analytische Losung u*(z) = (1 —x)/2 ist. Verwenden Sie als Startwert u(?)(z) :=
u*(z) + (sin(57z) + sin(297x)) /10. Stellen Sie jeweils den Fehler (beispielsweise mit gnu-
plot) nach v = 0,1, 2,3 und 10 Iterationen dar. Beim Richardson-Verfahren ist a sinnvoll
zu wihlen.




