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Aufgabe 36. (Hermite-Interpolation) (5 Punkte)

a) Eine Verbindungsstrecke zwischen zwei parallelen Gleisen soll so eingerichtet werden,
dass die Richtungséinderung an den beiden Weichen minimal (d.h. die Ableitung der
Interpolierenden gleich Null) wird.

Bestimmen Sie den Verlauf der Verbindungsstrecke mittels Hermite-Interpolation.

b) Losen Sie obiges Problem fiir den Fall, dass auch die Kriimmung an den beiden
Punkten verschwinden soll.

c¢) Ein Bahn-Ingenieur hat fiir das Problem eine ganz andere Losung:
S(x) = sin (%x - w) + 1

Schéitzen Sie die Differenz zwischen den beiden Losungen sowohl fiir a) als auch fiir
b) ab. Zeichnen oder plotten Sie S(x) — P(x) und vergleichen Sie damit Ihr Ergebnis.

Aufgabe 37. (Kondition der Polynominterpolation) (5 Punkte)

a) Bestimmen Sie die Konditionszahlen %, % und g—}’_ fiir die Polynominterpolation.

Um welchen Betrag éndert sich y = P(z), wenn f; sich um ¢ dndert? Verwenden Sie
die Darstellung mittels Lagrange-Polynomen.

b) Betrachten Sie den Fehler der Hermite-Polynominterpolation einer Funktion f mit
£t D(z)| < ¢ auf dem Intervall [~1,1] fiir n + 1 dquidistante Stiitzstellen z; =
—1+ 2 Vergleichen Sie den Fehler |f(z)— P(z)| in den Intervallen [0, 2] und [1— 2, 1]
fiir wachsendes n.

Bemerkung: Diese Diskussion liefert einen Hinweis, dass der Interpolationsfehler am
Rand des Intervalls wesentlich gréfler werden kann als im Inneren. Durch eine kluge
Wahl der Stiitzstellen z; kann jedoch der Interpolationsfehler iiber das gesamte Intervall
minimiert werden. Diese Eigenschaft haben gerade die Nullstellen der Tschebyscheff-
Polynome, wie im Folgenden gezeigt wird.



Aufgabe 38. (Tschebyscheff-Interpolation) (10 Punkte)

a)

Die normierten Tschebyscheff-Polynome T, sind definiert als
TO ([IJ) =1
T, (z) := 217" cos(n - arccos x) fiir n > 1.
Bestimmen Sie Tj () bis T3(z) direkt aus dieser Definition.

Zeigen Sie, dass die normierten Tschebyscheff-Polynome fiir n > 2 der Rekursions-
formel

T () = 2Ta(w) — {Toa(2)

geniigen und berechnen Sie daraus Ty(z) und T5(z).

Zeigen Sie, dass die Nullstellen xg, 1 < k < n, des Tschebyscheff-Polynoms T, fiir

n > 1 als
( 2k—1>
T =cos | T
2n

Beweisen Sie die Minimaleigenschaft der normierten Tschebyscheff-Polynome

gegeben sind.

pr— <
gt = e [Tn(@)l < max [Qn(z)]

fiir alle normierten (d.h. mit fithrendem Koeffizienten 1) Polynome @, vom Grad n.

Beweisen Sie die Bestapproximationseigenschaft der Tschebyscheff-Polynome: P(x)
sei das Interpolationspolynom fiir die Stiitzstellen x, welche die Nullstellen von 1,41
sind. Dann gilt fiir jedes f € C*+!

1
_pP < - - (n+1) .
e [F@) = Pla)] < spmmsy max [F77(2)]

Die Funktion f(x) = e werde auf [—1, 1] durch ein Polynom P(x) interpoliert. Dabei

wéhle man als Stiitzstellen von P(z) einmal die Nullstellen von T4(x) und einmal vier
dquidistante Punkte. Schéitzen Sie jeweils den Interpolationsfehler ab.

Gesamtpunktzahl: 20 Punkte



