°
0. e, Einfiihrung in die Numerik
... 4 Sommersemester 2014 '
.. ° Prof. Mario Bebendorf . o
. Jos Gesenhues unive I’SItatbonn
2. Ubungsblatt Abgabe am Dienstag, 29.04.

Aufgabe 1. (Schulz-Iteration zur Bestimmung der Matrixinversen)

Die Inverse der reguldren Matrix A € K™*" ist die eindeutige Losung der Gleichung
FX)=X'-A=0.
Die Anwendung des Newton-Verfahrens auf F' fithrt auf die Iteration
Xiy1 = X+ Xi(I — AXy) = Xp(21 — AXy,).

Im folgenden wird gezeigt: Fiir jede Startmatrix Xo € K™ mit || — AXp|| < ¢ <1
konvergiert das sich ergebende Verfahren quadratisch gegen A~!, wobei ||-|| eine beliebige
submultiplikative Matrixnorm bezeichne.

a) Zeige zunidchst: Es gilt

X
- < 2ol

b) Folgere nun aus der Ungleichung
17— AXil| < ¢*

die quadratische Konvergenz des Verfahrens!

Aufgabe 2. (Modifiziertes Newton-Verfahren)

Wie in Beispiel 2.12 aus der Vorlesung wird f(¢) = arctant mit der einzigen Nullstelle
t* = 0 betrachtet.

a) Zeige, dass das Newton-Verfahren zur Bestimmung der Nullstelle von f fiir jeden
Startwert tg # 0 eine Folge {tj}reny mit alternierendem Vorzeichen erzeugt!

b) Es sei die Funktion g: ¢t — tan 1_2:;52 auf (0,00) gegeben. Zeige, dass das Newton-

Verfahren fiir f genau fiir die ¢ty € R konvergiert, fiir die |to] < g(|to|) gilt!

Hinweis: Ohne Beweis kann verwendet werden, dass g folgende Eigenschaften hat:
Es existiert genau ein s € (0,00) mit s = g(s) und es gilt ¢ € (0, s) genau dann,
wenn ¢t < g(t). Erstelle mit einem geeigneten Hilfsmittel (WolframAlpha, Octave,
Gnuplot) einen Plot von g, um dir diesen Zusammenhang zu vergegenwértigen!
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c) Zeige, dass es kein 0 < A < 1 gibt, sodass das Verfahren

_ f(tr)
et = 0= A

global konvergent ist!

Hinweis: Zeige, dass es fiir jedes A € (0,1] ein R(A) > 0 gibt, sodass fiir alle t; mit
|ti| > R(\) folgt, dass |tgr1| > |tx| ist!

Aufgabe 3. (Abstiegsverfahren und Armijo-Goldstein-Bedingung)
Gegeben sei die quadratische Funktion f: R™ — R mit

flx) = %mTAm — bz,

wobei A € R™ "™ symmetrisch und positiv definit sei. Das hier beschriebene Verfahren
bestimmt das Minimum von f und damit die Losung des linearen Gleichungssystems
Az = b iterativ durch die Vorschrift x4 = zx + tgpr, k > 0, wobei py, := —V f(zy) die
Suchrichtung und t; die durch die Minimierungsregel gelieferte Schrittweite angibt.

a) Zeige, dass pr = b — Axy, gilt!
b) Zeige fiir den Fall, dass alle eindimensionalen Minimierungsprobleme exakt gelost

pipk
pi Apy

werden, d.h., wenn t; = gewahlt wird, die Gleichung

Flei) = flox) = Stepd V().

c) Zeige, dass die Armijo-Goldstein-Bedingung mit 0 < p < % erfiillt ist!

Aufgabe 4. (Quasi-Newton-Verfahren)
In der Vorlesung wurde das sog. Broyden-Update durch die Gleichung

(yk — Bgsy)sil

B = B +
k+1 k s
mit s := xp1 — o und yg = f(rr41) — f(xg) definiert. Es sei auferdem {sg, 22, ..., 2n}

eine Orthogonalbasis des K™.
a) Zeige: Es gelten die Gleichungen

(Bit1 — Bi)sk = yr, — Brsy und  (Bpy1 — By)zi =0, i=2,...,n.

b) Zeige: Die so gewihlte Matrix By erfiillt die Bedingung

Biri1 — Bg|| = min A — Bl : Asi = ,
[ Brt1 — Bl AGKM,L{H kll © Ask = yi}
[ Mz

wobei die Matrixnorm definiert sei durch ||M|| := sup,cgn REI




