Ubungen zur Ingenieur-Mathematik II SS 2014
Blatt 1 08.04.2014

Aufgabe 1: Betrachten Sie die reelle Funktion
f(z) =exp (—32%) 2®.
a) Bestimmen Sie die Menge der Nullstellen von f(z).

b) Bestimmen Sie Kandidaten fiir lokale Extrempunkte von f(z) und
die Funktionswerte an diesen Stellen.

c) Bestimmen Sie weiterhin, ob es sich bei diesen Punkten um ein
Minimum, Maximum oder einen Wendepunkt handelt.

d) Wie verhilt sich f(z) im Unendlichen, d.h. fir x — 4007
e) Skizzieren Sie die Funktion.
LOSUNG:
a) Bestimmung der Nullstellen:
f@)=02*=02=0
(exp(x) > 0 fiir alle z € R)

b) Notwendige Bedingung fiir Extrempunkte ist eine Nullstelle der ersten Ablei-

tung:
f(z) = exp (—22%) (—32)2” + exp (—22?) 327
= exp (—22%) (—32" + 327) = exp (—32?) 32*(1 — 2?)
fl(r)=0&32°(1—2)(14+2)=0
Also sind x = —1, x = 0, z = 1 potentielle Extrempunkte mit folgenden
Funktionswerten:

f(=1)=—exp(=3), f(0)=0, [f(1)=exp(-3)
¢) Wir verwenden die zweite Ableitung um Maxima und Minima zu bestimmen:

f"(x) = exp (—§:1:2) (—3 )(—=32* 4 32%) + exp (—22?) (—122° + 6z)

= exp (—22?) (92° — 212° + 62)
(=1 ( ) 6 > 0= Minimum
”(1 =exp (—3) - (=6) < 0 = Maximum

f(0)=0= unklar!

An x = 0 kann aber weder ein Minimum noch ein Maximum liegen, da die
Funktion punktsymmetrisch ist (exp(—322?) ist wegen 2? symmetrisch, z® ist



punktsymmetrisch, also ist das Produkt punktsymmetrisch). Folglich befindet
sich an z = 0 ein Wendepunkt.

(Alternativ: Die erste Ableitung besitzt sowohl links als auch rechts von 0 ein
positives Vorzeichen, da eXp(—ng) immer positiv ist, 3z2 > 0 fiir z # 0 und
1—2%>0 fir |2] < 1.)

d) Es gilt lirin f(x) = 0. (exp(—22?) = gle und in diesem Bruch wéchst der
T—r0O0 e

Nenner fiir z — £00 monoton und unbeschréankt an.)
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Aufgabe 2:  a) Berechnen Sie die LR-Zerlegung der Matrix

1 -4 6
A=12 -6 7
3 =8 11
b) Es gilt
1 00 1 -4 6
A=121 0 0 2 =5
3 21 0o 0 3

i) Berechnen Sie det(A).

) Berechnen Sie Ker(A).
iii) Berechnen Sie Bild(A).
iv) Berechnen Sie Rang(A).
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LOSUNG:



a) GauB-Elimination:

1 —4 4 (=2) (-3)

2 —6 6 — +

3 -8 7 <+

1 -4 6

0 2 -5 (=2)

0o 4 -7 — +

1 -4 6

0 2 -5

0 0 3
1 00 1 —4 6

=L=|210)], R=10 2 =5
3 21 0 O 3

b) i) Nach der Produktregel fiir Determinanten gilt:
det(A) = det(LR) = det(L)det(R) =(1-1-1)-(1-2-3) =6

ii) Da R als Resultat der GauB-Elimination keine Nullzeile enthélt, ist
Ker(A) = {0}.

iii) Wegen Ker(A) = {0} muss Bild(A) = R? gelten.
iv) Entsprechend ist Rang(A) = 3.

Aufgabe 3: a) Zeigen Sie: Fiir drei beliebige Vektoren a, b, c € R? gilt stets

|
det| a b ¢ | =(axb)-c.
|

b) Berechnen Sie Fliache des Dreiecks mit den Eckpunkten

(1) ()6

c) Berechnen Sie die Determinante der Matrix

_ o O O o o
O =R OO OO
SO o= O OO
OO o= OO
(e eolNoll ™)
(il oloNoll'S

LOSUNG:



a) Entwicklung nach 3. Spalte ergibt (siehe auch Skript):

]
det a b C =C (a263 — a3b2) + Cy (-1)(&1()3 — a3b1) -+ 03(a1b2 — agbl)
~— —~ 4 ———
’ | ’ (anb)1 (anb)2 (anb)s
=c-(aNb)

b) Das Dreieck wird durch die Vektoren (1,3) und (4,6) aufgespannt. Die Deter-
minante der Matrix mit diesen Vektoren als Zeilen ergibt den Fliacheninhalt des
aufgespannten Parallelogramms, also das Doppelte der gesuchten Fldche A.

1
de’c(1 3>‘z§|1-6—3-4|:3

1
A=3 4 6

c) Mit 3 Zeilenvertauschungen ergibt sich die Einheitsmatrix:

00000 1\ ¢ 100000

0000T1O0]| | ¢ 010000

000100 | |9 001000
A

001000 | |4 000100

010000 | 0000T10

100000/ d 000001

Damit gilt det(P) = (—1)3det(1) = —1.

Alternativ:

e Entwicklung nach Zeilen oder Spalten fiihrt jeweils zu nur einer kleineren
Matrix gleicher Struktur. Bei der Entwicklung sind die Vorfaktoren (—1)+7
zu beachten (1+6=7,14+5=6,144=51+3=4,1+2=3), diezu 3
Vorzeichenwechseln fithren und somit das Ergebnis —1 liefern.

e GaufB-Elimination benétigt ebenfalls 3 Zeilenvertauschungen (und keine
weiteren Operationen).

Aufgabe 4: Betrachten Sie eine Ebene E durch den Ursprung, die durch die beiden
Richtungsvektoren (1,2,3) und (5,6, 7) aufgespannt wird.

a) Stellen Sie die Matrix S auf, die eine Spiegelung an E beschreibt.

b) Geben Sie Bild(S) an.

c¢) Geben Sie S? an.
)

d) Stellen Sie die Matrix P auf, die eine (orthogonale) Projektion auf
E beschreibt.

e) Geben Sie Bild(P) an.
f) Geben Sie P? an.



LosunNa: Mit Hilfe der Richtungsvektoren berechnen wir eine Normalenrichtung:

1 ) —4
n=12]x16|=|8
3 7

Normiert:

1 1 =2 1 1 1 =2 1 1 2 2 -1
S = ]1—26 -2 4 2| = 3 31—-1-2 4 =2 =3 2 -1 2
1 =2 1 1 -2 1 -1 2 2

b) Bild(S) = R3, denn zu jedem Punkt y € R? kann man einen Punkt z € R3
finden, so dass y = Sxz. (x ist gerade das Spiegelbild von y.)
Alternativ: Gauf-Elimination auf den Spalten.

c) S?= (1 —2nnT)(1 —2nnT) =1 — 4nn™ + dnn'nn’ =1
Alternativ: Matrizenmultiplikation.

d) P=1—nn", explizit:

1 -2 1 1 -2 1 1 5o 2 -1
P=1—--2 4 2|==[61-|-2 4 =2 =3 2 2 2
1 -2 1 1 -2 1 -1 2 5

e) Bild(P) = F = {zx € R*| z-n =0} (Bei einer Projektion wird jeder Punkt
x € R3 auf einen Punkt der Ebene abgebildet. Aulerdem hat jeder Punkt der
Ebene sich selbst als Urbild.)

Alternativ: Gaufl-Elimination auf den Spalten.

f) P2= (1 —nn")(1 —nn®) =1 =2nn" + nn"nn” =1 —nn” = P
Alternativ: Matrizenmultiplikation.



