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Aufgabe 9: Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe partieller Integration:

™

a) /e‘”sin(Sx)dx, b) / sin® x d
0

0

™ ™
c) / sinfzdr, d) / sin? z cos® x de .
0

—T

LOSUNG:

a) [e”sin(3z) dz = (e + 1). Denn: Partielle Integration mit
0

flx) =€, f'(x) =¢", g(x) =sin(3z), ¢'(x) = 3cos(3x)

ergibt:

o\:\

e”sin(3z) dr = €"sin(3x)|j — 3 / e cos(3z) dx
0

= €"sin(37) —e”sin(3 - 0) -3 / e’ cos(3x) dx
—— ——

=0 =sin(0)=0 0

™

= —B/ex cos(3z) dx

0

s

= —3¢e” cos(3x)|5 — 9 / e”sin(3x) dx (%)
0

= —3e" cos(3m) +3e%cos(3-0)—
=cos(m)=—1 =cos(0)=1

™

9/6‘” sin(3x) dx

0
7r

= 3("+1)— 9/676 sin(3z) dz.

0
T

= 10/6“8111(3:6) dr = 3(e"+1). = Beh!!
0

(*) Partielle Integration mit: f(z) = e, f'(z) = €, g(z) = cos(3z), ¢'(z) =
—3sin(3z).



b) [sin*zdx = %’T. Denn: Partielle Integration mit
0

f(z) = —cosx, f'(x) =sinz, g(z) =sin’z, ¢'(z) = 3sin’ rcosx
ergibt:
m K
/sinxsin3xdx = —coszsin®z[] —}—3/COSQIIJSiIl2:L‘dIL'
0 0

= 3/c082xsin2x dx (da sin0 = sinxz = 0)

0

= 3/(1 — sin® 7) sin’ z dw (cos®z +sin’x = 11)

0
T 7r

= S/Sinzxdx—B/sinA‘a:dx.

0 0
T

= sinfrdr = g/sin2xdx.

\:\

0 0
™ ™
/ sin? x de = / sinzsinx dx
0 0

K
= —cosxsinx|g+/cos2xd:c
0

™

= /COSQJZdI' (—cosxsinz|j =0, da sin0 =sinm = 0)

0
™ ™

= /1dm—/sin2xdx
0 0
= W—/sin2:vdx.
0
= /SiDQLEd{E = g, und /Sin4xdx:é—l~g:§.
0 0
¢) [sin®zder = 0, da f(x) = sin’z ungerade ist: f(—z) = [sin(—2)]® =

—T

[—sina]® = —sin® z = — f(z).



d) Nach b) gilt (Zwischenergebnis dort):

™ ™ 1 3
.92 2 -4
dr = dr=—- — = —.
/sm X COsS™ X ax /sm T ax 3% 3

0 0

Wl

Aufgabe 10: Geben Sie die Formel fiir die Taylorentwicklung dritter Ordnung einer
Funktion f: R — R im Punkt 2 = 1 an. Wenden Sie diese Formel auf

f(z) = sin(7x).

LOSuUNG:
F) = )+ £y =1+ 57 = 17 + 0~ 1° + 0y~ 1))

Mit f(x) = sin(nzx) ergibt sich

Fly) =~y — 1)+ =y~ 1" + O((y — 1))

Aufgabe 11: e Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion

33'2

FiR—>R,  flz)=exp <_?)

um die Stelle 0 bis zur Ordnung 4, das heifit mit Restglied fiinfter
Ordnung.

e Welche RegelmifBigkeit ldsst sich erkennen? Stellen Sie eine Ver-
mutung fiir die weiteren Terme der Entwicklung auf.

e Stellen Sie die zu approximierende Funktion f sowie alle errech-
neten (und vermuteten) Taylor-Polynome aufsteigender Ordnung
graphisch mit Hilfe eines geeigneten Programms dar.

LOSUNG:



1 1 1
:>f(x):1+0x+5(—1—1—0)962—1—6(0+0—0)x3+ﬂ(1—0+2—0—0+0)x4+0(x5)

2?2 7t

_1_ - 5
=1 2+8+O(:c)

e Es handelt sich um die Exponentialreihe mit Argument —%, d.h.

o0
(@) 1 22\ " 1 x2+x4 x6+
xTr) = E — | —— =1— —= —_— — — .
n! 2 2 8 48
n=0
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Aufgabe 12: Zwischen geographischer Breite B und reduzierter Breite § besteht der
Zusammenhang

B = arctan(v'1 — 2 tan B),

o)

die numerische Exzentrizitat des Erdellipsoids mit Halbachsen a und b
ist.

Entwickeln Sie die Differenz 8 — B nach Potenzen von e mit einem
Fehlerterm O(e?).

Anleitung: Wir definieren w := tan § und wy := tan B. Damit 148t sich
die Differenz schreiben als

g — B = arctan (\/1 — €2 tanB) - B

= arctanw — arctan wy.

wobel

e Entwickeln Sie arctan(w) um wy bis zum Fehlerterm O(|w — wpl?).

e Um w — wy darzustellen entwickeln Sie f(e) = /1 — €2 um den
Punkt 0 bis O(e*).

LOSUNG:

1
%arctanx = g




Entwickeln wir die Funktion arctan w um wq so erhalten wir also

1 2
arctanw = arctanwg + 5l (w —wp) + O (Jw — wol*)
= [ —B = arctanw — arctan wy
w — Wy 2
- O(lw —
L Ol — wof)

Da sich die Differenz w — wy schreiben lafit als

w—wy = tanf —tan B

V1= tan B — tan B (1)
entwickeln wir v/1 — €.
flx) = V1—2a?
1@ = 10+ e+ Ty PO o

fw ===
1
fila) = ——
(1- a2
3x
fm(x) = - 5
(1—a2)}

= 1—€e = 1—6——|—O(64)

Eingesetzt in (1) ergibt das

2
w—wy = <1 - % —I—O(e4)> tan B — tan B

2
= -5 tan B 4 O(¢?)

Daran sieht man auch w — wy = O(€?).
Die Entwicklung der Differenz 3— B nach Potenzen von € mit einem Fehlerterm O(e?)

sieht also wie folgt aus

—< tan B + O(*
f—B = —2 " (€)+O(\w—w0]2)
—_———

1+ tan®> B

€ tan B 4
B <_5) Tt g T O



