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Aufgabe 45: Die Funktion f : R — R sei stetig. Betrachten Sie die durch

z(t) = %/0 f(u) sin (k(t —u)) du

definierte Funktion.
a) Berechnen Sie #(t) und Z(t).

b) Zeigen Sie, dass die Funktion x = x(t) eine Losung der Differenti-
algleichung

i)+ Kz(t) = f(t)
ist und die Anfangswertbedingungen z(0) = #(0) = 0 erfiillt.

LOSUNG:

2)

Nach der Leibniz-Regel fiir das Ableiten von parameterabhéingigen Integralen
mit variablen Grenzen (siehe Vorlesung) gilt:

(t) = % f(t) sin(k(t—1t)) + %/0 f(u) cos (k(t —u)) k du
= /0 f(u) cos (k(t —u)) du .

Dabei haben wir sin0 = 0 benutzt.

Wendet man die Leibniz-Regel nocheinmal an, so erhédlt man

Z(t) = f(t) cos(k(t—1t))— k/o f(u) sin (k(t —u)) du
= f@t) = Ka(t),
wobei wir cos0 = 1 beachtet haben.

Offensichtlich ergibt sich aus dem vorhergehenden, dafl die Funktion z(t) eine
Losung der Differentialgleichung Z(t) + k%z(t) = f(t) ist.

Die Anfangswertbedingungen z(0) = #(0) = 0 ergeben sich ebenfalls unmittel-
bar (aus der Definition von z(t) als Integral bzw. der berechneten Formel fiir
#(t) als Integral und der Tatsache, daf

/aag(t)dt:O

ist fiir jede integrierbare Funktion g = ¢(t)).



Aufgabe 46: Bestimmen Sie das Volumen des dreidimensionalen Kegels, der durch
folgende Eigenschaften gegeben ist:

e Die Spitze des Kegels liegt im Ursprung.
e Die Mittelachse des Kegels liegt auf der z-Achse.

e Der Kegel ist begrenzt durch die zur y, z-Ebene parallele Kreisebe-
ne, die ihren Mittelpunkt in (L, 0,0) und den Radius R hat.

LOSUNG: Der Kegel ist gegeben durch die Menge
K={(@y2)|0<z <Ly +2 < f)
mit f(z) = Za.

Das Volumen dieses Rotationskorpers berechnet sich also wie folgt:

Vol(K) = = /0 f(z) dx

L p2 2 L
R? R1
= 7T/0 ﬁl’ d%zﬂ'ﬁg,fo

1 R, 1
= g’ﬂ'ﬁngﬂ'RL

Aufgabe 47: Berechnen Sie durch geschachtelte Integration
a) den Fldcheninhalt des Einheitsdreiecks, d.h. des Dreiecks mit den
Eckpunkten (0,0), (1,0), (0,1),
b) das Volumen des Einheitstetraeders, d.h. des Tetraeders mit den
Eckpunkten (0,0,0),(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1).
LOSUNG:

a) Der Flacheninhalt, bzw. das zweidimensionale Volumen des gegebenen Dreiecks
D berechnet sich wie folgt:

1 11—z
Vol(D) = // 1dydz
01 0
= /1—xdm
0




b) Das Volumen des gegebenen Tetraeders 1" berechnet sich wie folgt:

1 1—=z l—z—=2
Vol(T) = / / / ldydxdz
= / / 1o “dx dz
0o Jo
1 1—z
= / / 1l—2z—zdxdz
0o Jo
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Aufgabe 48: Berechnen Sie das Volumen des von den folgenden Flachen begrenzten
Korpers
r4+y+2=6, v=0, 2=0, v+2y=4,

indem Sie das Volumen als Dreifachintegral schreiben.

LOSuUNG:
Bei den drei Flachen handelt es sich um folgende Ebenen:

e r +y+ 2z = 6 ist eine Ebene, die durch die Punkte (6,0,0)7, (0,6,0)T und
(0,0,6)T aufgespannt wird.

e 2z = ( ist die x,y-Ebene.
e 1 = ( ist die y,z-Ebene.

e © + 2y = 4 ist eine zur x,y-Ebene senkrechte Ebene, die durch die Punkte
(0,2,0)7 und (4,0,0)7 lauft.



Wir betrachten die Projektion des Korpers in die x,y-Ebene. Der Koérper wird
beziiglich der z-Achse von zwei Flichen begrenzt: Der x,y-Ebene und der Ebene
x +y+ z=06. Wenn wir zuerst iiber z integrieren ergeben sich daher folgende Gren-
zen fiir z.

0<z<6—2x—1.

Beziiglich der x-Achse wird der Kérper von drei Ebenen begrenzt und beziiglich der
y-Achse von zwei Ebenen. Daher ist es einfacher als néchstes iiber y zu integrieren.
Die begrenzenden Fldachen sind die Ebenen z + y + 2 = 6 und = + 2y = 4, wobei die
zweite Ebene die untere Grenze festlegt.

r+2y=4 — y:Q—g ... untere Grenze

r+y+z=06 < y=6—-—1r—2
— 2—%§y§6—x,damaximalesybeizzO

Nun fehlen noch die Grenzen fiir z. Die untere Grenze fiir z ist die y,z-Ebene und die
obere Grenze ist der Schnittpunkt der Ebenen x +y+ 2 =6, v +2y =4 und z = 0.

0<z<8



Nun konnen wir das Volumen des Korpers berechnen.
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