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Aufgabe 9: Geben Sie die Formel fiir die Taylorentwicklung dritter Ordnung einer
Funktion f: R — R im Punkt x = 1 an. Wenden Sie diese Formel auf

f(z) = sin(7x).
LOSUNG:
Fl) = S+ F Oy = 1)+ 570 = 17 + 0 = 1° + Oly 1))

Mit f(x) = sin(mx) ergibt sich

Fly) =~y — 1)+ =y~ 1" + O((y — 1))

Aufgabe 10: Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion f: R\ {1} — R mit

um den Punkt 2 = 0 bis zu einem Fehlerterm der Ordnung O(|y|%).

LOSUNG: Ableitungen der Funktion f(x):

f’(l’) = (1 _11,)2
" o 2
®)(p) — O

f(4)(x) = (1 34@5

f(5)(x) = (1 1_2(;»)6

Taylorentwicklung von f(y) um den Punkt x = 0:

F) = £0) + FO)y + 3700 + FOOW + 5 FOO + 7 7O +Ollyl)
=1+y+y?+y° +y' +y° +O0(yl)



Aufgabe 11: e Berechnen Sie die Taylorentwicklung der Funktion

2

f:R—=R, f(z) =exp <—%)
um die Stelle 0 bis zur Ordnung 4, das heifit mit Restglied fiinfter
Ordnung.

o Welche RegelmafBigkeit ldsst sich erkennen? Stellen Sie eine Ver-
mutung fiir die weiteren Terme der Entwicklung auf.

e Stellen Sie die zu approximierende Funktion f sowie alle errech-
neten (und vermuteten) Taylor-Polynome aufsteigender Ordnung
graphisch mit Hilfe eines geeigneten Programms dar.

1 1 1
:f(x):1—|—0x—|—5(—1—1—0)902—1—6(0+0—0)x3+ﬂ(1—0—|—2—O—0—|—O)x4+0(x5)
x?2 2t
=1-"—4+= 5
2+8+O(x)

e Es handelt sich um die Exponentialreihe mit Argument —%, d.h.
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Aufgabe 12: Zwischen geographischer Breite B und reduzierter Breite [ besteht der
Zusammenhang

f = arctan(v'1 — &2 tan B),

wobei e =4/1 — (2)2 die numerische Exzentrizitdt des Erdellipsoids mit
Halbachsen a und b ist.

Entwickeln Sie die Differenz 8 — B nach & mit einem Fehlerterm O(e*).
Anleitung: Betrachten Sie den Zusammenhang als Verkettung zweier
Funktionen

B(w) = arctan(w),
w(e) V1—e2wy,

wy = tanB = w(0).

e Entwickeln Sie 3(w) um wq bis zum Fehlerterm O(|w — wy|?).
e Entwickeln Sie w(e) um den Punkt 0 bis O(e?).

e Setzen die beiden Entwicklungen zusammen, um eine Darstellung

von 5 — B = f(w(e)) — f(wp) zu erhalten.

LOSUNG:

1
— arct =
dxarc anx T2

Entwickeln wir die Funktion f(w) um wy so erhalten wir also

B(w) = arctanw = arctanwy + — (w — wp) + O (|w — wo|?)
1+ wg



Nun betrachten wir w(e) = /1 — €2wy.

’ €
R Y e A
1
wl/(e) = —Wwo
— € 2
U)W(E) _ _(1 362)5w0
— € 2

Nun ist

B — B = p(w(€)) — f(wg) = arctanw(e) — arctan wy
= MO 0(u(e) - wl),
w(e) —wy = —gwo + O(eh)
2

= —% tan B 4+ O(e*)

Insbesondere ist w(e) — wy = O(€?).

Die Entwicklung der Differenz 3 — B nach Potenzen von ¢ mit einem Fehlerterm O(e?)
sieht also wie folgt aus

—< tan B+ O(é%)
b8 = S T2 —wl)

€ tan B
= (~S) BT o),
< 2)1+tan2B+ (<)

Aufgabe 13: Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte mit Hilfe geeigneter Potenzrei-

henentwicklungen:
. x —sinx . xlog(l 4 2?) — a3
a) lim ——s—, b) lim ,
z—0 SsIn°x x—0 x5
. tanz —sinx . x —tanx
¢) lim ————, d) lim —— .
z—0 3 z—0 £ —sin g

Tipp: Schreiben Sie die Restglieder jeweils mit Hilfe des universellen
Symbols O(...).



LOSUNG: a) lim,_,o % = %. Denn:
T —sinx z — (x— g2* + O(2%))
sin® & (z — 2% + O(a?))?

23 (3 + O(z?))

3

(1— 122+ O(x4))3

(% + O(a:Q))

— fiirx — 0!

(1§22 +O(h))’

1
6

2(2? — 2+ 0(2%)) — 23

fiirz — 0!

. log(1+a2)—a3
b) lim, .o % = —%. Denn:
zlog(l + x?) — 3
5
¢) limg_,o 202302 — 2 Denn:

tanx — sinz

3
3
6
: rz—tanxz __ __ .
d) lim, 0 =522 = —2. Denn:
r —tanx
T —sinx

fir x — 0!

z— (z+ 52° + O(a”))
z— (x — 2% 4 O(29))
2*(—3 +0(?))

(5 + O(2?))

-2+ 0(2?)
14+ O(a?)

- =2 fiirz — 0!



