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Aufgabe 22: Betrachten Sie die Funktion

frl-LY =R, flx)=(2*-1)%

/_ 11 f(w) de.

b) Betrachten Sie die Quadraturformel mit vier gleichméfig verteilten
Knoten (n = 3) auf dem Intervall [—1; 1], d.h.

a) Berechnen Sie das Integral

1
xo = —1, n=-3 BT x3 = 1.

Berechnen Sie die zugehorigen Gewichte.
Verwenden Sie die Quadraturformel zur Approximation des Inte-
grals aus Teil a).

c¢) Betrachten Sie die GauB-Quadratur mit drei Knoten auf dem In-
tervall [—1;1].
Berechnen Sie das Legendre-Polynom dritten Grades

3! a3

Pg(l') = a%(ZEQ — 1)3

Berechnen Sie die Nullstellen von P; — d.h. die Knoten der Gauf-
Quadratur.

Berechnen Sie die zugehorigen Gewichte.
Verwenden Sie die Quadraturformel zur Approximation des Inte-
grals aus Teil a).

LOSUNG:

a) Zur Berechnung des Integrals betrachten wir die Monome der Funcktion f(x),
d.h. f(z) = (z* — 222 + 1). Dann gilt

1f(x)dx:/l(mQ—1)2dx:/1(x4—2x2+1)d:v
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b) Zunéchst berechnen wir die Lagrange-Funcktion Ly. Hier gilt
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Lo(z) =

und somit
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wozﬁ/_ Lo(x)d:v:§.
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Da das Gewicht unabhéngig vom konkreten Intervall ist, kann man sich mit den
Knoten 0,1, 2,3 auf dem Intervall [0; 3] die Rechnung deutlich vereinfachen.

Aufgrund der Symmetrie gilt wy = %, also wy + wy = g. Wieder aufgrund der
Symmetrie erhalten wir w; = wy = %.
Setzen wir dies ein, so erhalten wir

/_lf(x)d:c% (b—a)-Zwi-f(a:i)
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c) Das Legendre-Polynom dritten Grades lautet

3
Py(x) = 2° — R

Die Nullstellen der Funktion sind die Quadratur-Punkte, d.h.

Dann gilt
3 3
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und somit

Aufgrund der Addition zur Eins Eigenschaft, d.h. wy + wy + wy = 1 und der

Symmetrie, d.h. wg = ws, erhalten wir wy = wy = %.



Somit gilt

‘[fﬂ@dx%(h—w-i:wffaﬁ
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Aufgabe 23: Gegeben sei die Funktion
f:[_171]6R7 f<x>:"1_x2
sowie die Knoten o = —1, 1 =0 und x5 = 1.

a) Berechnen Sie die Lagrange-Basis zu den oben angegebenen Kno-

ten.

b) Berechnen Sie die Lagrange-Interpolation der Funktion f(z) zu
diesen Knoten.

c) Geben Sie die Quadraturformel (numerische Integrationsformel)
zur Approximation eines Integrals von —1 bis 1 mit den Knoten
r9o=—1, 21 =0und zo = 1 an.

d) Wenden Sie die Quadraturformel zur ndherungsweisen Berechnung

des Integrals
1
| ity
-1

e) Welche geometrische Figur beschreibt der Graph der Funktion f7

arll.

f) Geben Sie den exakten Wert des Integrals

/ llf(x) da

an. (ohne Rechnung)
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e) Oberer Halbkreis.
f) i7r? = im ~ 1.57

Aufgabe 24: Berechnen Sie einen Ndherungwert fir 7 = 0,7854... durch numeri-

sche Approximation des Integrals 01 1oz Teilen Sie dazu das Intervall

[0, 1] in vier Teilintervalle und verwenden fiir jedes Teilintervall dieselbe

Quadraturformel, ndmlich

a) die Trapezregel bzw.

b) die Keplersche Fassregel.
Vergleichen Sie die Ergebnisse.

LOSUNG:

1

d

/ < :arctanlzz:0,7854...
o 1+ 2 4

a) Trapezregel:




b) Simpsonregel:
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Aufgabe 25: Schreiben Sie eine MATLAB-Funktion TrapezIntegration(a,b,h), wel-
che das Integral iiber eine gegebene Funktion f : [a,b] — R mit der
Trapezregel

T(h):h(@+if(a+z’h)+@>

i=1

berechnet. Die Argumente a,b sind die Intervallgrenzen, h ist die Fein-
heit der Intervallzerlegung. Verwenden Sie bitte folgendes Programm-
gerust:

function value = TrapezIntegration( a, b, h )

% Berechnet das Integral einer gegebenen Funktion
% mit der Trapezregel.

% Argumente a,b sind die Intervallgrenzen,

% h ist die Feinheit der Intervallzerlegung.

% Hilfsfunktion: Funktion f auswerten
function f = evaluateF( x )

end

% Hauptprogramm:

end

Testen Sie Thr Programm mit der Funktion f(z) = x? auf dem Intervall
la,b] = [0,1]. Erstellen Sie eine Konvergenztabelle fiir die Gitterfein-
heiten h = 0.1,0.05,0.025,0.0125,0.00625, d. h. berechnen Sie zu diesen
Feinheiten den Fehler zwischen dem berechneten und dem exakten Wert
des Integrals.

LOSUNG:

function value = TrapezIntegration( a, b, h )

% Berechnet das Integral einer gegebenen Funktion mit der Trapezregel.
% Argumente a,b sind die Intervallgrenzen,

% h ist die Feinheit der Intervallzerlegung.

% Hilfsfunktion: Funktion f auswerten
function f = evaluateF( x )

f = xxx;
end

% Hauptprogramm:
% Die Berechnung des Integrals
value = 0O;



% Die beiden Randwerte
value = value + evaluateF(a) / 2;
value = value + evaluateF(b) / 2;

% Anzahl der Teilintervalle
n = (b-a) / h;

% Iteriere ueber die Teilintervalle
for i=1:n-1

value = value + evaluateF(a + ix*h);
end

% anschliessend multipliziere alles mit h
value = value * h;
end

Der exakte Wert des Integrals ist %, damit sieht die Konvergenztabelle folgendermafien
aus:

Gitterweite h 0.1 0.05 0.025 0.0125 0.00625
Fehler 0.0016667 | 0.00041667 | 0.00010417 | 2.6042¢-05 | 6.5104e-06

Man sieht, dass sich der Fehler viertelt, wenn die Gitterweiter halbiert wird.



