Ubungen zur Ingenieur-Mathematik II SS 2014
Blatt 8 11.06.2015

Aufgabe 29: Berechnen Sie die Figenwerte und die Eigenvektoren von

(0 2 1 ( =3/4 1)2
A—(23) und A —( 1/2 0).
Finden Sie einen Zusammenhang zwischen den Eigenwerten und Eigen-
vektoren von A und AL,

LOSUNG: (I) Bestimmung der Eigenwerte von A:

-2 2
det (A — A1) = det( 5 3_)\)

= —AB3-))—4
= M -32-4
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Also sind A\; = —1 und Ay = 4 die Eigenwerte von A.
(IT) Bestimmung der zugehérigen Eigenvektoren:
a) Fir A\ = —1 gilt:

0 2 10 1 2
A mimasno(02) L (10) (12
1 2 x\ (0
2 4 y ) 0
Sr+2y=0 mit y=1=zr=-2y=-2.

Also ist span { < _f ) } die Menge aller Eigenvektoren zu Ay = —1 von A.

e a()-(£3) ()= ()=o)

b) Fiir Ay = 4 gilt:

—4 2
A—)\QI:A—4I:( ) _1).

(2 )G)-()



&S Ar+2y=0& 22+y=0 mit z=1=y=2.

Also ist span { ( ; ) } die Menge aller Figenvektoren zu Ay = 4 von A.

o a(1)-(23)(2) (1) ().

(III) Es sei

1 _3 1

e 12

B—A= ( o

Die charakteristische Gleichung von B lautet: A* + 3\ — 2 = 0 (siehe (I)!)
1 1

Offensichtlich gilt: Af = & und Af = & (=1 =—1und § = 7).
1 2

Fazit: Die Eigenwerte von A~! sind die Kehrwerte der Eigenwerte von Al

Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren:

a) Fir \; = —1 gilt:

D6

<:)§x+y20 mit y=1=z=-2.
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Also ist span {( _f )} auch die Menge aller Eigenvektoren zu Ay = —1 von B =

Al
b) Fiir A, = 1 gilt:

Also ist span { ( é > } auch die Menge aller Eigenvektoren zu Ay = }l von B = A%

Fazit: Die Eigenwerte von A~! sind die Kehrwerte der Eigenwerte von A und die
zugehorigen Eigenvektoren sind gleich. D.h. wenn A; ein Eigenwert von A ist und
% folglich ein Eigenwert von A~!, so sind die Eigenvektoren der beiden Matrizen zu
diesen Eigenwerten gleich.



Aufgabe 30: Gegeben sei die Matrix

A:

O O =
_= w O
w = O

Diagonalisieren Sie A, d.h. berechnen Sie eine orthogonal Matrix U und
eine Diagonalmatrix D, so dass A = UDU”. Berechnen Sie die Spur und
die Determinante von A und D.

LOSUNG: Da A eine symmetrische Matrix ist, hat die zu A gehorende Diagonalma-
trix auf der Diagonalen genau die Eigenwerte von A. Diese bestimmen wir mit dem
charakteristischen Polynom:

1—A 0 0
det(A—XI) = det 0 3—-Xx 1
0 1 3—A

= (1=-NE=N*"=(1-))
= (1-=XN9-6A+X—1)
= (1 =N\ —6)+38)
= 1-MNA=2)(A—4)=0
1 00
Also ist die zu A gehorende Diagonalmatrix D=1 0 2 0
0 0 4

Eigenvektoren der Matrix A:

1
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 1: ¢ « ( 0 aeR
Der normierte Eigenvektor lautet also: u; = ( )
0
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 2: 1 aceR
-1
0
Der normierte Eigenvektor lautet also: ug = %
1
-5
0
Menge der Eigenvektoren zum Eigenwert 4: 1 aelR
1
0
Der normierte Eigenvektor lautet also: ug = \% :
1
V2

Da A drei voneinander verschiedene Eigenwerte hat, sind die Eigenrdume orthogonal



und wir erhalten

1 0 0 1 0 0
U=0 &% 5| wd UT'=|0 5 -5
0 % 0% %
Daher gilt:
1 00 1 0 0 1 00 1 0 0
A=l03 1 ]=(0 %5 H||l0o20]|0 5 —%|=UDU".
01 3 0 —% % 00 4 0 % 75

Des Weiteren gilt fiir die Determinant und Spur von A und D:
detA=1-3-3+0+0-0-1-1-1-0=38

detD=1-2-4=8=det A
trA=14+3+3=7
trD=14+24+4=7T=1trA

Aufgabe 31: Diagonalisieren Sie die Matrix

13 4 =2
A= 9 4 13 =2
-2 =2 10

Tipps: Das charakteristische Polynom hat ganzzahlige Koeffizienten
und ganzzahlige Nullstellen (d.h. die Eigenwerte von A sind ganzzah-
lig).

Achten Sie darauf, dass die Eigenvektoren senkrecht aufeinander stehen
miissen.

LOSUNG: Berechnung der Eigenwerte:
13 — 9\ 4 -2

P()\) = det 5 4 13—9\ =2
—2 —2 10 —9\
= 973((13 — 9N)?(10 — 9N) + 16 + 16 — 4(13 — 9\) — 4(13 — 9\) — 16(10 — 9\))
= 973((169 — 234\ + 81A*)(10 — 9A) + 32 — 104 + 72\ — 160 + 144))
= 973(1690 — 2340\ + 810A% — 1521\ + 210617 — 729X\ — 232 + 216))
=2 - 5XF+4\ - \®

Aus dem Tipp wissen wir, dass die Matrix A ganzzahlige Eigenwerte hat. Folglich
raten wir den ersten Eigenwert \; = 1 und testen

P(1)=2-544—-1=0
Polynomdivision ergibt

(2=BA+4X = A (A—=1)= A +31 -2



AN 4+30-2 = 0
& N-3)\+2 =0
& A= 2+ \/g
= 1 oder 2
Die Eigenwerte der Matrix A sind also Ay = Ay = 1 und A3 = 2.

Bestimmung der Eigenvektoren:
Berechnung des Eigenvektors zum Eigenwert A3 = 2:

(A-21)z = 0

& (9A—181)z = 0
=4 4 -5 =2 To = 0
-2 -2 -8 x3 0
1 —g 2 1 0 —sI=1T
& |0 -2 -8 x| = |0 I+ I11=1r
0 —% —% T3 0 —%[—i—IU:IH’
1 —% % o 0
& 0 1 2 z | = |0 —2IT
0 0 0 x3 0 =2II' + 111
= Ty = —2x3
Ty = %»’582 - §$23
= —5¥3 — 5T3
= —21’3
-2
Mit x3 = 1 erhalten wir also den Vektor | —2 | und normiert
1
2
3
V3 = -3
1
3
Berechnung der Eigenvektoren zum Eigenwert A\; = Ay = 1:
(A-T)z = 0
& (9A—-91)z = 0
4 4 —2 T 0
-2 =2 1 x3 0

Alle Zeilen sind dquivalent
= 2r1+ 229 — 23 =0

Der Eigenraum zum Eigenwert A\; = ), ist also die Ebene durch den Ursprung, die
durch diese Gleichung gegeben ist. Man kann sie auch folgendermafien schreiben:

T
X2 T1,T9 S R
2(xq + x9)



Wir suchen nun als Eigenvektoren zwei zueinander senkrechte (und normierte) Rich-
tungsvektoren in dieser Ebene.
1
Wir wéhlen als ersten z.B. den Vektor | —2 | (man kann natiirlich einen beliebigen
-2
Nicht-Null-Vektor in der Ebene wihlen, dieser hat aber eine besonders rechenfreund-
liche Lange) und normieren ihn, so dass wir den Vektor
1
3
V1 = —g
3

erhalten. Als zweiten Eigenvektor suchen wir einen Vektor aus demselben Eigenraum,
der senkrecht auf v; steht, das heifit folgende zwei Gleichungen erfiillt

I1—25L’2—2I3 =0
2$1+2ZL’2—1’3 =0

Die erste Gleichung sorgt dafiir, dass der neue Vektor senkrecht auf v; steht und
die zweite Gleichung sorgt dafiir, dass der neue Vektor im selben Eigenraum liegt.
Addition beider Gleichungen ergibt

3r1 —3x3=0 & 11 =ux3

und wenn man dies in die erste Gleichung einsetzt erhélt man

T = —2332.
—2
Mit x5 = 1 erhalten wir also den Vektor 1 und normiert
—2
_2
3
Vo = 3
_2
3

Da die Vektoren vq, vy und vz senkrecht auf einander stehen (v;-v3 = 0 und vy-v3 = 0)
und normiert sind, ist die Matrix

1 1 -2 =2
U= g —2 1 -2
-2 =2 1
eine orthogonale Matrix.
1 00
UrAu=[10 10
0 0 2
1
Alternativ: Wir wahlen im ersten Schritt den Vektor | 0 | und erhalten so
2
L, ()
V] = — ,Ug = ——
1 NG ) P 35 ,



Damit ist



