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Aufgabe 32: Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrizen

1 -1 -1
A= -1 1 1
-1 1 3
und B=A—41.
LOSUNG:
1—- -1 —1
Pi(\) =det(A— A1) = det -1 1-x 1

~1 13-
= 1-XN2B-N+1+1-(1=AN)—-1=X)—-(B-X)
= (1-22+2)(3—-))—3+3)
= 3—TA+5M -\ —3+3)
= —4XA+5N =N
PN =0
A+ 5X2 -4\ = 0
AN\ =51+4) = 0
-9y =0

A = Ooderg—\/goderg—l—\/g

A = 0oder 1 oder 4

Die Eigenwerte der Matrix A lauten also A\; =0, Ay =1 und A3 = 4.
Nun berechnen wir die Eigenwerte der Matrix B = A — 41:

S I R

—3-A -1 ~1
Py(A) =det(B—Al) = det| -1 —3-x 1
~1 1 —1-2A

= (=3-MN(-1=XN)4+14+1—(=3=X)—(=3=-X)—(-1-2))

= (9+6A+ ) (=1 —A)+9+3A
= —9—6A— A" —9A—6A>—\?+9+3)

= 122 —7X =\
AN+ TA+12) = 0
2O+ -2+8) = o

= 0 oder —%—\/goder —g—i—\/g
= 0 oder —4 oder —3

S I

s) _
A«A+925 = 0
A
A



Die Eigenwerte der Matrix B = A — 41 sind also A\; =0, Ay = —4 und A3 = —3.
Die Eigenwerte der Matrix A — 41 erhélt man also, indem man die Eigenwerte der
Matrix A nimmt und jeweils 4 subtrahiert.

Aufgabe 33: Zeigen Sie, dass die Fldche mit der Darstellung
7 5 4 4
22% + gyz + 522 + gxy — gxz =1

ein Ellipsoid ist und bestimmen Sie dessen Hauptachsen.

LoOsuNaG: Die Gleichung
7 ) 4 4
222 + §y2 + 522 + gxy — gxz =1

ist dquivalent zu der Gleichung
(Ax,x) =1,

wobei A folgende symmetrische 3 x 3-Matrix sei

2 _2 _
3 3 73 1 6 2 -2
2 5

-5 0 3 -2 0 5

x
und x den Vektor x := | y | bezeichnet. Es gilt ndmlich
z
1 6 2 -2 T 6z + 2y — 2z
Ax = 3 2 7 0 y | == 20+ Ty
-2 0 5 z —2x 4 5z

und

1 7 5 4 4
(Ax,x) = 3 (622 422y — 222 + 22y + Ty* — 2wz +52%] = 22° + ng + §z2 + 3%~ 3%,
woraus obige Behauptung folgt. Um die Hauptachsen dieser Fldache zu bestimmen
fithren wir eine Hauptachsentransformation durch. Dazu bestimmen wir zuerst die
Eigenwerte der Matrix A. Die charakteristische Gleichung von A lautet

7 ) 4.7 ) 4
0= det(A =) = (2—)\)(5—A)(g—g;)—gggl/\)—;g—:B
= @-NR -+ D) - S A T+ oA
= —)\3+4>\2—%)\+2)\2—8)\+7—;—§+§)\
= —>\3+6/\2+(—%+§—8)>\+%

= XM 4+6\2—11)\+6.



Durch Probieren erhilt man, dass A = 1 eine Losung der Gleichung A\*—6A2+11\—6 =
0,dal—6+11—6 = 0. Durch Polynomdivision oder mit Hilfe des Horner-Schemas
erhélt man dann

0=X -6 +1IA-6=N—-1AN =51+6)=(\—1(A—-2)(\—3).
D. h. die Eigenwerte von A sind
)\1 = 1,)\2:2,>\3:3.

Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren: Fiir A\; = 1 erhélt man:

1 2 _2
A-1= 2 15
a 30 2]
-3 0 3
(A-Ix =0
3 2 =2 T 0
& - 24 0 Y = 0
-2 0 2 z 0
v +2y —2z =0
& 2z 4y =0
—2x +2z =0

Aus der zweiten Zeile dieses Gleichungssystems folgt
1
=>xrx=-2y & y:—ﬁx
und aus der dritten Zeile ergibt sich
>r=2 & zZ=u1.

Einsetzen dieser beiden Gleichungen in die erste Zeile zeigt, dass diese ebenfalls erfiillt
ist.
1 2
= V] = g -1
2
ist normierter Eigenvektor von A zum Eigenwert \; = 1.
Fir Ay = 2 erhélt man:

0 2 _2
A—21= % § 0 ,
50—
(A-2)x = 0
0 2 -2 T 0
& - 2 1 0 Y = 0



& 2 +y =0
—2x —z =0

Aus der ersten Zeile dieses Gleichungssystems folgt
=Sy=z & z=y

und aus der zweiten Zeile ergibt sich

=>y=—-2r & x:—§y.
Einsetzen dieser beiden Gleichungen in die dritte Zeile zeigt, dass diese ebenfalls
erfiillt ist.
1 —1
= Vo = g 2
2

ist normierter Eigenvektor von A zum Eigenwert Ay = 2.
Fiir A3 = 3 erhélt man:

-1 2 _2
A -3l = 2 3
30 e )
3 3
(A-3Dx = 0
1 -3 2 =2 x 0
& 3 2 =2 0 Y = 0
-2 0 —4 z 0
-3z +2y -2z =0
& 2 2y =0
—2x -4z =0

Aus der zweiten Zeile dieses Gleichungssystems folgt
Sr=y & y=u=

und aus der dritten Zeile ergibt sich

1
>r=-2z & z:—§x.

Einsetzen dieser beiden Gleichungen in die erste Zeile zeigt, dass diese ebenfalls erfiillt
ist.
1 2
= V3 = g 2
-1

ist normierter Eigenvektor von A zum Eigenwert A3 = 3.



Desweiteren gilt
1
<V1,V2> = 5(—2 -2 -+ 4) = O,
1
<V1,V3> = 5(4 —2— 2) = 0,
1
<V2,V3> = 5(—2 —|— 4: — 2) = O

D. h. die Vektoren vy, vy, v bilden eine Orthonormalbasis des R? und die Matrix

1 2 -1 2
V = 3 -1 2 2
2 2 -1

o 12
V&= — —1 2 2 =V
3\ 2 2 1

1 6 2 —2 1 2 -1 2 1 6 —6 18
AV=c| 27 0o -1 2 2)=of-3 12 18
-2 0 5 2 2 -1 6 12 -9
und
1 2 —1 2 1 6 —6 18
VIAV = - | -1 2 2 5 -3 12 18
2 2 —1 6 12 -9
1 27 0 0 1 00
= 77 0 54 O =0 2 0 | =D.
0 0 81 00 3
Also gilt
1 6 2 -2
A = 3 2 7 0 |=vDVT
-2 0 5
1 2 -1 2 1 00 1 2 -1 2
= - —1 2 2 0 2 0 — —1 2 2
3\ 2 2 003/3\ 2 2 1
Setzen wir nun
1 2 -1 2 x 1 2r —y + 2z
y:VTx:g -1 2 2 y |==-| —+2y+2z |,

2 2 -1 z 3 20 4+ 2y — 2



so folgt
(Dy,y) = (DV'x, VIx) = (VDV'x,x) = (Ax,x) = 1.

Da die Eigenwerte \; = 1, Ay = 2, A3 = 3 alle positiv sind, ist die durch
(Dy,y) = (Ax,x) =1

definierte Fliche ein Ellipsoid mit den Hauptachsen 1, 75, -

al

Aufgabe 34: Bestimmen Sie zur Matrix

1 -3 3
A= 3 -5 3
6 —6 4

eine Matrix P so, dass P"'AP eine Diagonalmatrix ist.
Tipp: Probieren Sie die Teiler des konstanten Gliedes um die erste Null-
stelle des charakteristischen Polynoms zu bestimmen.

LosunG: (I) Bestimmung der Eigenwerte:

1-X -3 3
P(\) =det (A— A1) = det 3 —=5—-X 3
6 —6 44—\
= (I=XN(=5=N)(4—-X)—54—54—18(=5 —A\) +18(1 = \)+9(4 — \)
= (=5 +4XN+ %) (4 —A) — 108+ 90 + 18\ + 18 — 18\ + 36 — 9\
= =20+ 16\ + 427 + 5\ — 4X\? — X3 + 36 — 9\
16 + 121 — \*

Als Nullstelle des Charakteristischen Polynoms raten wir A = 4 und testen
P(4) = —64+48+16=0.
Mit Hilfe der Polynomdivision oder des Horner-Schemas erhélt man daraus
PA) ==X +122+16 = (A —4) (=X —4X —4) = A = 4)(-1) (A + 2)~
Die zugehorigen Eigenwerte sind also
A= =2, A= -2, \3=14.

(IT) Bestimmung der zugehorigen Eigenvektoren:

Fir A\ = —2 erhilt man:
3 -3 3
A+2I=1| 3 -3 3 ,
6 —6 6

(A+2I)x = 0



3 -3 3 1 0
<13 -3 3 To = 0
6 —6 6 T3 0
Sry—29+r3=0 & x9=101+ 23
1 0
= v = 1 bzw. vy = 1 sind Eigenvektoren von A zum FEigenwert A\; =
0 1

—2= ).

Man sieht leicht ein (oder rechnet dies schnell nach), dass die Vektoren vy, vy linear
unabhéngig sind.

Entsprechend gilt fiir A3 = 4:

-3 -3 3
A -4 = 3 =9 3 |,
6 —6 0
(A—-4D)x=0
3 -3 3 o1 0
s 3 93] = (o0
6 —6 0 T3 0

S 1y = a9 und 1 — 329 + 23 = 0.

& 11 = 29 und x3 = 2x,.

1
= vy = | 1 | ist Eigenvektor von A zum Eigenwert \3 = 4.
2
Wir behaupten, dass die Vektoren vy, vy, v3 linear unabhéngig sind. Dazu betrachten

wir
AVi 4+ uve +vvy =0

bzw. &quivalent dazu

Adv =0
Atp+v =0
pw+2v = 0.

Aus erster und zweiter Zeile folgt p = 0, mit der dritten Zeile folgt » = 0 und damit
aus der ersten Zeile A = 0. Dies war zu zeigen.

1 01
= P=|111
01 2

ist also invertierbar, da die Spalten linear unabhéngig sind.



D, wir berechnen also noch P~1:

Damit ist P"'AP

—1

—1

O ~HN=HINOD —|™N

— NN |

=N N

1
1

010

1

010

S -

— O

o O

S O

o — O

— O O

und erhalten:

Schliefllich rechnen wir nach:

S O o

S H O

< © O



Aufgabe 35: In dieser Aufgabe diskutieren wir ein Beispiel, bei dem die Diagonalisie-

LOSUNG:

a)

rung von Matrizen es uns erlaubt, eine explizite Formel anzugeben fiir
die Berechnung von Gliedern einer Zahlenfolge, die eigentlich durch eine
iterative Vorschrift beschrieben werden:

.CI]():O .1'1:1,

Tptl = Tp+ Tpoy firn=20,1,2,...

Dies fiihrt auf die Zahlenfolge: 0,1,1,2,3,5,8,13,21,34,..., die so-
genannten Fibonacci-Folge.

Um nun eine explizite Formel fiir die x,, angeben zu konnen, stellen wir
die Iterationsvorschrift als Matrixoperation dar:

Trrl) Il v S Y1 = Ay, = A"y mit y; = .
Tn 10 Tn—1 0
——— ——

= Yn+1 =!Yn

Um nun A" direkt berechnen zu koénnen, diagonalisieren wir A. Gehen
Sie wie folgt vor:

a) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A.

b) Zeigen Sie, dass der Vektor ( 1

Tipp: Rechnen Sie im Folgenden so lange wie moglich mit der
Variablen \; und nicht mit den Werten von ;.

Y N .
’ ) ein Eigenvektor zum Eigenwert

c¢) Diagonalisieren Sie die Matrix A.
Tipp: Erinnern Sie sich daran, dass es fiir 2 x 2 Matrizen eine
Formel zum Berechnen der inversen Matrix gibt.
Zur Kontrolle:

_ (M A A0 1 I =X
A=BDE “(1 AN v v G
d) Berechnen Sie A™.

e) Geben Sie eine Formel fiir y,.; und dadurch fiir z,, an.

det(A— A1) = 0
1—X 1
= det( 1 _)\> =0
& M—-2A-1 =0
_ 1 1 — 145
= )\1/2 = 2:t 4—|—1—2j:2



(1) = (20 (0)
_ <—A§+O/\i+1>

Aus den vorherigen Aufgabenteil wissen wir A2 — \; — 1 = 0, so dass auch die
erste Komponente des Vektors gleich Null und die Behauptung bewiesen ist.

d

b= detl(B) ( —dc _ab )

(a0
wn(h s

. . )\1 )\ 1 1 1 _)\2
mltB—<1 1>undB /\1/\2(_1 )\1>

At O At O A2 0
2 1 1 -1 _ 1 —1
eea( 2 )ra(y L )en(d 4o
AT 0 1 A AT 0 1 =\
sa=n (g )= (0 ) (0 ) (43
(0)\2 DTN N AN -1 N )
AT AT
AT AR

Xl@—&-l _ )\g—&-l _)\?4-1)\2 4 )\1/\3—1-1
AT — Ay —AT A2 + A1 Ay

c) Fiir die inverse Matrix einer 2 x 2 Matrix B = ( CCL b ) gilt

1 )\n—i-l _ >\n+1 _)\n—H)\ ) /\n+1 1
= n :An 1 2 1 2 11\
R S W ( U VS (O WS YV 0

1 )\?Jrl_)\gwrl
:Al—Az( AT — A3 )
A=Ay 1 (14+VB)"—(1—5)"
PV T NG
2v6 142545 1+2V5-5
N 22/5

= Ty =

Probe: Ty = = 1.



