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Aufgabe 40: Welche der folgenden Aussagen sind richtig fiir die Differentialgleichung

y=y""
a) Durch die Vorgabe y(a) = b ist eine Losung lokal eindeutig be-
stimmt. ja nein [
b) Die Losung zu der Vorgabe y(0) = 1 existiert fiir alle ¢.
ja nein [J

c) Die rechte Seite f(y) = u* geniigt einer globalen Lipschitz-
Bedingung in R?. ja Ol nein [J

d) Die rechte Seite f(y) = y? geniigt einer Lipschitz-Bedingung fiir
ly| < a, mit festem a > 0. ja O nein [

LOSUNG:

a) Ja, denn lokal ist die Lipschitzbedingung fiir die rechte Seite erfiillt (siehe dazu

.

b) Nein, denn y(t) = = ist (lokal) eindeutige Losung der Differentialgleichung

mit y(0) = 1, aber %:t — oo fiir t 1 1. Die Losung der Differentialgleichung

kann man mit Separation der Variablen berechnen.
c¢) Nein, denn |f(y) — f(0)| = v* = |y| - |y — 0] und |y| kann beliebig grof werden.

d) Ja. Da f stetig differenzierbar bzgl. y ist und, da:

of af

3 8y(y)’§2a fir y mit |y| <a

(y) =2y @’

gilt, ergibt sich die Lipschitzbedingung mit dem Mittelwertsatz der Differenti-
alrechnung bzw. wegen

f(yl)—f(y2)=/0 g—]yc(yﬁt(yl—yz))dy'

Aufgabe 41: Losen Sie das Differentialgleichungssystem

n(t) = nlt) +3(t)
U2(t) = y(t) +y2(t)

mit Anfangswerten y;(0) = y2(0) = 1 mit Hilfe von Diagonalisierung.

LOsuNaG: Das Differentialgleichungssystem 148t sich wie folgt umschreiben:

o= (20 = (1 1) (%9) =m0



Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung eines solchen Differentialgleichungssy-
stem gegeben ist durch

y(t) = exp(A(t —t))y(to)
- ((31)) (1)

Um exp ( 1 1 t) zu berechnen, miissen wir die Matrix A diagonalisieren: Be-

rechnung der Eigenwerte von A:

PO = det(lz)\ 15)

= (1-X"-1
PA)=0 < A=0oder?2
Berechnung des Eigenvektors zum Eigenwert 2:

) -6

Normierter Eigenvektor zum Eigenwert 2 ist also % ( ! )

Berechnung des Eigenvektors zum Eigenwert 0:

(1) - ()

= r1 = —X9

Normierter Eigenvektor zum Eigenwert 0 ist also ==
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Aufgabe 42: Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung
Y=y,
a) mit der Anfangsbedingung y(0) =0, y(0) =1,
b) mit der Anfangsbedingung y(0) =1, y(0) =0,

indem Sie die Differentialgleichung umschreiben in ein (zugehoriges)
Differentialgleichungssystem erster Ordnung, auf welches Sie dann das
Picard-Lindel6f’sche Iterationsverfahren (Diagonalisierung) anwenden.

LOSUNG:

Um die Differentialgleichung zweiter Ordnung umzuschreiben in ein Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung setzen wir

Zo=yY=2n

Z=y=Y=2

2 21 20 1 0/ \~
zu 16sen! Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung durch

2(t) = eAllo)y,

20:=1Y, 21 =1y =

Also ist

gegeben ist. In unserem Fall gilt £ = 0 und in (a) 2 = ( (1) ) sowie in (ii) zp = ( L )

Dadurch ergeben sich die Losungen

o 2(t) =eh (?)
o 2(t) = e ((1))
1

Wie sieht et fiir A = (1) 0 aus?

Um diese Frage beantworten zu kénnen, diagonalisieren wir die Matrix A und starten
mit der Berechnung der Eigenwerte:

det (A — A1) = 0

A1
[ h) =
X1 =0

=
& A = —1 oder 1

Anschlielend berechnen wir die Eigenvektoren zu den Eigenwerten von A:

T 0

A+ ()=

o (1 1) ) B 0
11 ) 0

= rKT = —T2



Zum Eigenwert —1 ergibt sich also ein Eigenvektor \% < 1 )

—1
I . 0
Aa-mw ()=
N -1 1 T o 0
1 —1 i) N 0
= Ty = X2

Zum Eigenwert 1 ergibt sich also ein Eigenvektor \% ( 1 )

Insgesamt erhalten wir

(D)

Aus der Vorlesung wissen wir

At

B cosht sinht
o sinht cosht

Alternativ kann man e** fiir A = <(1) é) auch wie folgt berechnen:

, (0 1\ /0 1\ _ (1 0\ _
2= (o) 0)=(01)=
AP = A-A’=A-T=A

A' = AAP—AA=A’=1
AP = AA'—ATI=A

Induktiv:
A = T=A2=A*= .. = A% = A%+
Al = A=A3=A"=.. =A% firk=0,1,2,3,...
N etA - iﬁAk_ i t2m I+ i t2m+1 A
— ! — (2m)! — (2m + 1)!
1 t —t 1 t —t
= = I+ (e —e HA
2(6 +e") —|—2(e e")

_ cosht sinht
= coshtI + sinhtA = ( sinh? cosh t)

Insgesamt erhalten wir folgende Losungen



. (1) = (cosht sinh t) (0) _ (sinht)
sinht cosht 1 cosht
= y(t) = sinht
. (1) = (cosht sinht) (1) _ (cosh t)
sinht cosht 0 sinh ¢
= y(t) = cosht

Aufgabe 43: Losen Sie das folgende Anfangswertproblem

gy = 14y
y(0) = a,

wobei a € R beliebig ist.

LOsuNG: Wir 16sen das Anfangswertproblem durch Separation der Variablen:

dy . 9

— =y)=1 t

Wty =1+ 40

y@) t
y = 1

= /a 57 dy /0 ds
& arctan(y(t)) — arctan(a) =t
& y(t) = tan(t + arctan(a))

Zusatzbemerkung: Fiir welche ¢ ist diese Losung nun definiert?

arctan ist als Umkehrfunktion von tan auf ganz R definiert und bildet R auf das offene
Intervall (—g, %) ab, denn tan ist auf diesem Intervall streng monoton wachsend daher
umkehrbar.

Wenn nun
Tom
co = arctan(a) € <—— —> ,

dann ist y(t) = tan(t + ¢o) definiert fiir

™ ™
—Co—§<t<§—60.

Denn fiir t — § — ¢y (von unten) bzw. t — —% — ¢y (von oben) gilt:

tan(t + ¢g) — oo



