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Aufgabe 1. (Fixpunktiteration fiir Matrizen)

Es sei A € R™*" symmetrisch und C € R™*™,

Fur X € R™™ gsei
F(X):=AX +XTA-C

a) Es sei [|A||2 < 3.

Zeigen Sie, dass F' in R™*™ genau einen Fixpunkt hat, d.h. es gibt genau eine Matrix
M € R™ ™ mit
AM + MTA-C = M,

und dass die Fixpunktiteration
(*) Xpr1=AX, +XLA-C

fiir jeden Startwert Xy € R™*™ gegen M strebt.
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] . Wieviele Schritte des Iterationsverfahrens (*) muss man durch-

b) Es sei

1
0 0
fiihren, um || X,, — M||2 < 107 garantieren zu kénnen?

und Xy = [

Lésung.

a) Wir zeigen, dal F(X) := AX + XTA — C (X € R™") die Voraussetzungen des
Banachschen Fixpunktsatzes erfiillt.

(i) R™™ versehen mit der Euklid-Norm | - ||2 ist ein Banachraum (insbesondere ein
vollstdndiger metrischer Raum).

(ii) Offensichtlich bildet F' den Raum R™*™ in sich ab.
(iii) Es gilt
|IF(X) = F(Y)|la = [ AX + XTA—-C - AY —YTA+C|s
= JAX -Y)+ (XT YDA < JAX = Y) |2 + (X = Y)" A
= 2[AX = Y)[l2 < 2[All2[| X = Y2 = LI X = Y2
mit L := 2||A|]s < 1 fiir alle X, Y € R™ "™ (neben den {iblichen Ungleichun-

gen wurde benutzt, da A symmetrisch ist). Das bedeutet: F ist stark kon-
trahierend.



b) Wir verwenden die a-priori Fehlerabschétzung

m+1

X — Ml <
X = Mlls < T—

X1 — Xoll2-

Hier gelten ||Allo = 1/4, also L = 2||A||2 = 1/2,

5+ V17
Xi=F(Xo)=—5 |, & —
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Setzt man diese Werte in die Fehlerabschatzung ein, so mufl m die Bedingung

(1) e

107°
2 TR

erfillen. Dazu ist
m>17,8...

erforderlich; also miissen mindestens 18 Iterationsschritte durchgefiihrt werden.

Aufgabe 2. (Fixpunktiteration)
Betrachten Sie die Funktion f(z) = 37z — cos (5z).

a) Beweisen Sie mit Hilfe des Banachschen Fixpunktsatzes, dass f im Intervall I = [0, 1]
genau eine Nullstelle z* € I besitzt.

b) Formulieren Sie eine Iteration, die garantiert gegen die Nullstelle konvergiert. Geben
Sie den Startwert und die Iterationsvorschrift explizit an.

c) Ausgehend vom Startwert 2 haben Sie nach einem Schritt der Fixpunktiteration
die Approximation z(!) mit ]:1:(1) — :L'(O)| = 1075 bestimmt. Welchen absoluten Fehler
von z(!) kénnen Sie garantieren?

Lésung.

a) Wandle Nullstellenproblem in ein Fixpunktproblem um:

flz)=0 & g(x):= 3% cos (gac> =z

Fiir die Funktion g gelten die Voraussetzungen des Banachschen Fixpunktsatzes:

e [ ist abgeschlossen.

e cos(x) ist monoton fallend auf [0, %] = g ist monoton fallend auf I. Da g(0) =

3% € I und ¢g(1) = 0 € I, gilt aufgrund der Monotonie g(I) C I; g ist also

selbstabbildend.
e Fiir die Ableitung gilt ¢'(z) = —% sin (32). Damit folgt

SINCS

also ist g eine Kontraktion auf I mit L = %.

1
= —max

max |¢'(z)| = max 5 mas

zel zel

™ 1
in(-z)|=-=L<1
S”1<2$>’ 6 <5

Nach dem Banachschen Fixpunktsatz hat ¢ einen eindeutigen Fixpunkt auf I und
damit f eine eindeutige Nullstelle auf I.



b) Fixpunktiteration
20 er beliebig, gk 1) = g (a:(k)) fiir k € Np.

Alternativ diirfte man hier auch z.B. das Bisektionsverfahren angeben.

c¢) Nach der a-posteriori-Fehlerabschétzung gilt

‘x(l) —z*

= <>’

1
1
=5 6110*5:5'10*5:2-10*6.
6

Der absolute Fehler der Niherung z(!) ist also kleiner oder gleich 2 - 1076,

Aufgabe 3. (Newton-Verfahren)
Gegeben sei das nichtlineare Gleichungssystem
a?+yP—4] [0

a) Zeigen Sie, dass das Newton—Verfahren zur Losung von F(z,y) = 0 fiir jeden Startvektor
(2, 4©) € [1,2] x [1,2] konvergiert.

b) Fiihren Sie ausgehend vom Startvektor (z(?),4(®)) = (1,1) zwei Iterationsschritte des
Newton—Verfahrens durch.

Lésung.
(23 4+ 9% —4] 1 [0
a) F($7y): $3_y3 :|: |:0:|
_3$2 3y2 1 1
/ _ / 1 __ 1|2 2
Pl = |y sl = Pt =31
o,y = || - 2 ‘712 GRS I x+?12
y 6 5 - 23 — o 3 Y+

1
auf [1,2] gilt fir f(x) = %(yx—i— L):
fla)=0=501-%) =z =2
f(z) = 4 >0, fire=v2 = lokales Minimum.

Da f(\f) V2e[1,2], f(1) =2 €[1,2], f(2) =3 €[1,2] gilt f(z) € [1,2] fiir alle
€ [1, 2], also ist @ eine Selbstabbildung von @ := [1,2] x [1,2], Q ist kompakt.

Bs gilt [B(z,y) — ®(uw,0)]| < Ll(5,y) - (u,0)] fir L = maxgyeq |9'(z, )|l in
allen Normen.

Wegen f”(a:) > 0 in [1,2] folgt f’ monoton wachsend

== Q= > () < § 12

= |9/ y)l,, < 2 auf Q

Alle Voraussetzungen des BFPS sind erfiillt, daher konvergiert das Newton-Verfahren
fur alle (z,y) € Q.

4 91
b) Iteration: z(©) = [1] ) = [2} 2@ = [ %]
1 3
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Aufgabe 4. (Inversion und Division)

Wir wollen nun das Newton-Verfahren zur Berechnung von = 1/a mit a € R\{0}
betrachten, d.h. wir suchen die Nullstelle von f(z) =1/z — a.

a) Zeigen Sie, dass die zugehdrige Iterationsvorschrift die Gestalt
Tpr1 =k + (1 —axg) Pur k>0

hat. Mit welchen arithmetischen Operationen kann man somit die Division b/a ap-
proximieren?

b) Zeigen Sie, dass fiir den Fehler e, = x; —1/a die Rekursion ej 1 = —aaz gilt. Welche
Vorzeichen haben €1,¢e9,...7

c¢) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion

1
£ = —prk mit p = |axg — 1].
a

Welche Bedingung fiir p bzw. xq ist hinreichend und notwendig fiir die Konvergenz
des Iterationsverfahrens? Wie grof ist die Konvergenzrate?

d) Es sei 1/2 < a < 1 und xyp = 3/2. Bestimmen Sie die (maximale) Anzahl der
erforderlichen Additionen und Multiplikationen zur Berechnung von 1/a auf 24 bzw.
56 Dualstellen.

Lésung.
a) Mit f(z) =27 ! —a, f'(z) = —22 gilt

ED) z, —a
€T =T — =x + =x +x1(1 — axy).
B TR S S T s K+ 2x( k)

Die Division b/a lasst sich daher nur durch Additionen (Subtraktionen) und Multip-
likationen approximieren (1/a iiber obige Vorschrift und dann noch -b).

b)
1
€kl = Thtl — —
k+1 1T
1
=z, +xp(l — axy) — .
(-2)
=& —axp | Tp — —
a
1 2
=¢ex(1 —azy) =epa | — — xx | = —acy.
a
>0 fira<0
Das Vorzeichen von ¢, ist abhéangig von a: “k Elr “ firk=1,2,...
e <0 fira>0
c) IA)ep=mp— 2 =-1(1- axg)?.
(IV) ep = —2(1 — azp)?
(IS) k= k+1

1 S |
Ek+1 = —ag? = —a (—(1 - am0)2k> =—1- ax0)2k+l.
a a



Es gilt also Vk € Ng : g, = —1(1 — axo)Qk und somit Vk € N :

1 k 1 k 1 ok
ep = ——(1 —axp)® = —=|1 —axo)* = ——p*.
a a a

Bedingung fiir Konvergenz: Fehler ¢, — 0 fir k£ — oo.
e S 0fiirk > oo e p<1,alsolazg— 1| <1< 0<azy <2
0<zp<2/a fir a > 0,
—2/a <x9<0 fira<?0.
Also muss ¢ in Abhéngigkeit des Vorzeichens von a gewéhlt werden, um Konvergenz
sicherzustellen. Es liegt dann quadratische Konvergenz vor, da |ex. 1| = |a||ex|?.

Mit 1/2 <a <1 und zg = 3/2 gilt

3 1

max |9 = max 5~

1
o — — | = Imax
a

2 1
max |€1| = max | — agg| = 1

!
= max |e;| = max | — ac}| = 272 <972 5 ok 5 94 = | > 5.
Es sind also 5 Rekursionsschritte erforderlich mit jeweils zwei Additionen und zwei
Multiplikationen. = Maximal je 10 Additionen und Multiplikationen. Analog werden

6 Rekursionsschritte fiir max |e;| < 279 benétigt und somit je 12 Additionen und
Multiplikationen.

O]



Aufgabe 5. (Erginzungsaufabe: CG-Verfahren)

In der Vorlesung wurden einige Beziehungen, die beim CG-Verfahren gelten, ohne Beweis
angegeben. Das wollen wir jetzt nachholen. Die Aufgaben (a)-(c) dienen als Vorbere-
itung fiir die Aufgaben (d)—(f). Man beachte aber auch die unten stehenden Hinweise.

a) Man beweise e®) = k=1 4 o gD Pur k> 1.
b) Man beweise (e ¢y, =0 furk>1und j =0,...,k—1.

¢) Man beweise (e®) w@)) 4 =0 fur k > 1 und j =0, ..., k—1. Man iiberlege sich, dass
das dquivalent zu (r*) w0y = (w*) 1)) =0 ist.

d) Die Formeln fiir o, sind in der Vorlesung beim Gradientenverfahren und im konkreten
CG-Verfahren unterschiedlich angegeben:

<Z(k)7 q(k)>A <T(k)a w(k)>

(Ag®), qk))’

ap = — bzw. «ap = —

Man beweise, dass beide Ausdriicke gleich sind.

e) B wird so gewihlt, dass (¢t ¢*)) 4 = 0 wird. Das fithrt zunichst auf

(wk+1) ¢k))
(g™, qk)) 4

wie es in der Vorlesung angegeben wurde. Man beweise, dass beide Ausdriicke gleich
sind.

<w(k+1), r(k+1)>
(wk) p®)y 7

Br = — anstatt [, =

f) Man beweise (¢, ¢y, =0 fiir k> 1 und j =0,..., k—1.

Hinweise:
o Esist e®) := z(*) — 2* Die Aufgabe (a) ist damit trivial.

e Die restlichen 5 Beziehungen beweise man durch vollstandige Induktion. Man muss
alle 5 Beziehungen gleichzeitig behandeln! Die angegebene Reihenfolge macht Sinn.

e Im Induktionsschritt kann man fiir (b) und (c) die Beziehung (a) recht gut ge-
brauchen. Bei (¢) muss man die F”alle j = 0 und j > 0 getrennt behandeln.

e Bei (e) und (f) kann man die Bezichung AqV) = a;l(r(j""l) — () verwenden.

Die letzte Aufgabe ist recht aufwendig und ist als Vervollstédndigung fiir die Vorlesung
flir Interessierte gedacht.



