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Aufgabe 1 (Lineares Differentialgleichungssystem I) 4 Punkte

Zeigen Sie durch Konstruktion mit einer Fixpunktiteration, dass das Anfangswert-
problem

y/:Ay’ AGRYZXYZI
y(to) =vo,  yo€R",

mit y : R — R" eine Losung der Form

y(t) = exp(A(t —to))yo
hat. Hierbei ist das Matrixexponential einer Matrix B € R"*" definiert durch
exp(B) = L% ]]3—,]
Losung
Die Fixpunktiteration liefert uns:

(1) = wo

t
yl(t) = Yo+ / Ayods = yo + A(t — to)yo

yi(t) = y0+/ (yo + A(s — to)yo) ds

- yo+</A+A2s—t0 )

e
= <H+A(t—t0)+w>yo
v = <1+A(t—to)+(A(t;t0))2 (A(t,;tO))k> Yo




Diese Reihe von Matrizen ist eine Cauchy-Folge, d.h. fiir m < k konvergiert
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fur k,m — oo und eine Konstante C, die in der Abschitzung ||AB|| < C|A|l ||B||
1

fur n x n Matrizen A, B mit||A|| = (Ei,jzl,...,n A12]> ? auftritt. In diesner Kette von

Abschitzungen haben wir die Dreiecksungleichung und das Majorantenkriterium
verwendet, letzteres durch Ausnutzung der Tatsache, dass wir bereits wissen, dass
die Exponentialreihe fiir die reelle Zahl C||A|||t — to| konvergiert. Mit der Definition

© Bi
(e =)exp(B) := B—'
=0 J’

tiir Matrizen B € R"" erhalten wir fiir die Losung des Anfangswertproblems

y(t) = exp(A(t — to))yo -

Aufgabe 2  (Lineares Differentialgleichungssystem II) 4 Punkte

Betrachten Sie die vektorwertige Differentialgleichung

Y (t) = Ay(t) mit A= <(1) _(1)) und  y(0) = yo.

Nach Aufgabe 1 ist eine Losung durch y(t) = exp(At)yp fir t € R gegeben. Berech-
nen Sie exp(At).

Benutzen Sie das Ergebnis um zu zeigen, dass y(t) = (cos(t),sin(t)) eine Losung fiir
den Startwert 1o = (1,0)T gegeben ist.

Losung

Um exp(At) zu berechnen, diagonalisieren wir A = BDB1:

det A -l =0 & AM4+1=0 & A=+i -~ D=(" 0.
1 —A 0 —i

Eigenvektoren zum Eigenwert A1 = i sind Losungen des Gleichungssystems

—i =1\ ) _ (1) 1
(1 _i)v =0 < 0v'/ € span _ .



Eigenvektoren zum Eigenwert A, = —i sind Losungen des Gleichungssystems

i1\ @) 2) 1
(1 i)v =0 & v € span ; )

Damit ergibt sich

B:(l. 1.), B! =
—1 1

Also erhdlt man

(—11' }) (ex%(it) e.xp(o—it)> G —lz>
(ot s ()
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Mit dem Startwert yo = (1,0) ergibt sich damit als Lésung
(1) = cos(t) —sin(t)\ (1) _ [cos(t)
Y\ = sin(t) cos(t) 0/ \sin(t) )~

Aufgabe 3 (Variation der Konstanten) 4 Punkte

Geben Sie die Losungen der folgenden Anfangswertprobleme an:
@) y'(t) =2ty + £, y(0) =yo
(i) /() = sin(H)y(H) +sin(t),  y(0) =0

Losung

(i) Zunéchst wird die homogene Gleichung gelost:
x(t) = 2tx(t),x(0) = 1.

Als Losung erhidlt man x(t) = e

Zur Losung der inhomogenen Gleichung betrachtet man

y(t) = c(t)x(t) +e(t)x(t)
= sin(t)y(t) + ¢(t)e' <o)



und erhalt

t3
e
Somit ist
t 2
c(t) = (}/0 + / e 5% ds )
L
:[,Sziefsz]t
2 0
1 £24+1 _p
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Zur Berechnung des Integrals verwendet man zunichst die Substitution z = s?

und anschliefsend partielle Integration:

1
/6_5283 ds = 5 /e‘zz dz Substitution z = s%, dz = 2sds
1
=5 <— / —e *ldz+ (—e_zz)>
1 241
= —E(z—i—l)e_Z = ;_ e

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist also
1 241 _p\ o p 1 2 +1

(ii) Zuerst losen wir wieder die homogene Differentialgleichung

#(t) = sin(£)x(¢t)

mit Anfangswert x(0) = 1. Als Losung erhilt man

x(t) = exp ( /O 'sin(s) ds)

= exp (— cos(t) + cos(0))
_ el—cos(t) .

Die Losung der inhomogenen Gleichung erhélt man dann mit Hilfe der Variation
der Konstanten: Setze y(t) = c(t)x(t). Dann gilt

y(t) = c(t)x(t) + c(t)x(t)
= sin(#)y(t) + o(t)et~os?)

und somit



SchlieSlich erhilt man c(t) als

togi t
c(t) :/0 wds:/o ¢«(5) "L gin(s)ds

el—cos(s)

_ /cos(t)—l oy — _ecos(t)—l N eo .
0

Die Losung der inhomogenen Differentialgleichung ist also

]/(t) _ (_ecos(t)fl + eO)elfcos(t) _ elfcos(t) 1.

Aufgabe 4 (Gronwall’sches Lemma) 4 Punkte

In dieser Aufgabe beweisen Sie das Gronwall’sche Lemma, welches ein zentrales Hilfs-
mittel zum Beweis der Eindeutigkeit fiir Losungen von gewohnlichen Differentialglei-
chungen ist.

Sei I = [a,b] mit —c0 < a < b < oo und seien u, & € C(I,R) sowie B € C(I,[0,00))
gegeben. Es gelte die Integralungleichung

u(t) <a(t)+ /at,B(s)u(s) ds furallet e I.

Dann besagt das Gronwall’sche Lemma, dass

u(t) <alt)+ /atoc(s)ﬁ(s) exp (/Stﬁ(r) dr> ds furallete I (1)

Beachten Sie, dass die Funktion u in (1) nur noch auf der linken Seite der Ungleichung
vorkommt.

Fiir den Beweis von (1) gehen Sie in zwei Schritten vor:

(i) Seiv: I — R durch v(s) := exp (— [ B(r) dr) [ B(r)u(r) dr gegeben. Betrach-
ten Sie die Ableitung von v und zeigen Sie mit Hilfe des Fundamentalsatzes
der Analysis

o(t) < /ata(s)ﬁ(s)exp (— /:,B(r) dr) ds furallet € I (2)

(ii) Beweisen Sie die Gronwall’sche Ungleichung unter Zuhilfenahme von Glei-
chung (2).

Losung



(i) Da die Funktionen B und u stetig sind, folgt nach dem Hauptsatz, dass v
differenzierbar ist. Die Ableitung ist gegeben durch

v'(s) = (u(s) — /ﬂsﬁ(r)u(r) dr) B(s)e™ Jo Pr)dr,

Mit der angenommenen Integralungleichung folgt daraus
' (s) < a(s)B(s)e Ja P,

Jetzt wird die gesamte Ungleichung integriert und wir erhalten
v(t) =ov(t) —ov(a) = /ﬂt v'(s)ds < /at(x(s)ﬁ(s)e_ Ja B(r)dr gg,

(ii) Einsetzen von v in die Integralungleichung fiihrt zu folgenden Abschétzung:

u(t) < a(t)+exp (/atﬁ(r) dr) o(t).

Zuletzt benutzen Teil (i) und vereinfachen
u(t) <a(t)+ /utzx(s)ﬁ(s) exp (/ﬂtﬁ(r) dr — /as B(r) dr) ds

=ua(t) + /utzx(s)ﬁ(s) exp (/stﬁ(r) dr) ds.



