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Aufgabe 1 (Lineares Differentialgleichungssystem I) 4 Punkte

Zeigen Sie durch Konstruktion mit einer Fixpunktiteration, dass das Anfangswert-
problem

y′ = Ay , A ∈ Rn×n ,
y(t0) = y0 , y0 ∈ Rn ,

mit y : R −→ Rn eine Lösung der Form

y(t) = exp(A(t− t0))y0

hat. Hierbei ist das Matrixexponential einer Matrix B ∈ Rn×n definiert durch
exp(B) := ∑∞

j=0
Bj

j! .

Lösung

Die Fixpunktiteration liefert uns:

y0(t) ≡ y0

y1(t) = y0 +
∫ t

t0

Ay0 ds = y0 + A(t− t0)y0

y2(t) = y0 +
∫ t

t0

A(y0 + A(s− t0)y0) ds

= y0 +

(∫ t

t0

A + A2(s− t0) ds
)

︸ ︷︷ ︸
∈Rn,n

y0

=

(
1 + A(t− t0) +

A2(t− t0)
2

2

)
y0

...

yk(t) =

(
1 + A(t− t0) +

(A(t− t0))
2

2!
+ . . . +

(A(t− t0))
k

k!

)
︸ ︷︷ ︸

∈Rn,n

y0



Diese Reihe von Matrizen ist eine Cauchy-Folge, d.h. für m < k konvergiert

‖yk − ym‖ =

∥∥∥∥∥
(

k

∑
j=m−1

Aj(t− t0)
j

j!

)
y0

∥∥∥∥∥
≤

(
k

∑
j=m−1

‖Aj‖|t− t0|j
j!

)
‖y0‖

≤
(

k

∑
j=m−1

Cj‖A‖j|t− t0|j
j!

)
‖y0‖ −→ 0

für k, m → ∞ und eine Konstante C, die in der Abschätzung ‖AB‖ ≤ C‖A‖ ‖B‖

für n × n Matrizen A, B mit‖A‖ =
(

∑i,j=1,...,n A2
ij

) 1
2 auftritt. In diesner Kette von

Abschätzungen haben wir die Dreiecksungleichung und das Majorantenkriterium
verwendet, letzteres durch Ausnutzung der Tatsache, dass wir bereits wissen, dass
die Exponentialreihe für die reelle Zahl C‖A‖|t− t0| konvergiert. Mit der Definition

(eB =) exp(B) :=
∞

∑
j=0

Bj

j!

für Matrizen B ∈ Rn,n erhalten wir für die Lösung des Anfangswertproblems

y(t) = exp(A(t− t0))y0 .

Aufgabe 2 (Lineares Differentialgleichungssystem II) 4 Punkte

Betrachten Sie die vektorwertige Differentialgleichung

y′(t) = Ay(t) mit A =

(
0 −1
1 0

)
und y(0) = y0.

Nach Aufgabe 1 ist eine Lösung durch y(t) = exp(At)y0 für t ∈ R gegeben. Berech-
nen Sie exp(At).

Benutzen Sie das Ergebnis um zu zeigen, dass y(t) = (cos(t), sin(t)) eine Lösung für
den Startwert y0 = (1, 0)T gegeben ist.

Lösung

Um exp(At) zu berechnen, diagonalisieren wir A = BDB−1:

det
(
−λ −1
1 −λ

)
= 0 ⇔ λ2 + 1 = 0 ⇔ λ = ±i ⇒ D =

(
i 0
0 −i

)
Eigenvektoren zum Eigenwert λ1 = i sind Lösungen des Gleichungssystems(

−i −1
1 −i

)
v(1) = 0 ⇔ v(1) ∈ span

{(
1
−i

)}
.



Eigenvektoren zum Eigenwert λ2 = −i sind Lösungen des Gleichungssystems(
i −1
1 i

)
v(2) = 0 ⇔ v(2) ∈ span

{(
1
i

)}
.

Damit ergibt sich

B =

(
1 1
−i i

)
, B−1 =

1
2

(
1 i
1 −i

)
.

Also erhält man

exp(At) =
1
2

(
1 1
−i i

)(
exp(it) 0

0 exp(−it)

)(
1 i
1 −i

)
=

1
2

(
exp(it) exp(−it)
−i exp(it) i exp(−it)

)(
1 i
1 −i

)
=

1
2

(
exp(it) + exp(−it) i(exp(it)− exp(−it))

i(exp(−it)− exp(it)) −i2(exp(it) + exp(−it))

)
=

(
cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)
.

Mit dem Startwert y0 = (1, 0)T ergibt sich damit als Lösung

y(t) =
(

cos(t) − sin(t)
sin(t) cos(t)

)(
1
0

)
=

(
cos(t)
sin(t)

)
.

Aufgabe 3 (Variation der Konstanten) 4 Punkte

Geben Sie die Lösungen der folgenden Anfangswertprobleme an:

(i) y′(t) = 2ty + t3 , y(0) = y0

(ii) y′(t) = sin(t)y(t) + sin(t) , y(0) = 0

Lösung

(i) Zunächst wird die homogene Gleichung gelöst:

ẋ(t) = 2tx(t) , x(0) = 1 .

Als Lösung erhält man x(t) = et2
.

Zur Lösung der inhomogenen Gleichung betrachtet man

ẏ(t) = c(t)ẋ(t) + ċ(t)x(t)

= sin(t)y(t) + ċ(t)e1−cos(t)



und erhält

ċ(t) =
t3

et2 .

Somit ist

c(t) =
(

y0 +
∫ t

0
e−s2

s3 ds︸ ︷︷ ︸
=
[
− s2+1

2 e−s2
]t

0

)

= y0 +
1
2
− t2 + 1

2
e−t2

Zur Berechnung des Integrals verwendet man zunächst die Substitution z = s2

und anschließend partielle Integration:∫
e−s2

s3 ds =
1
2

∫
e−zz dz Substitution z = s2, dz = 2s ds

=
1
2

(
−
∫
−e−z1 dz + (−e−zz)

)
= −1

2
(z + 1)e−z = − s2 + 1

2
e−s2

.

Die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung ist also

y(t) =
(

y0 +
1
2
− t2 + 1

2
e−t2

)
et2

= et2
(

y0 +
1
2

)
− t2 + 1

2
.

(ii) Zuerst lösen wir wieder die homogene Differentialgleichung

ẋ(t) = sin(t)x(t)

mit Anfangswert x(0) = 1. Als Lösung erhält man

x(t) = exp
(∫ t

0
sin(s) ds

)
= exp (− cos(t) + cos(0))

= e1−cos(t) .

Die Lösung der inhomogenen Gleichung erhält man dann mit Hilfe der Variation
der Konstanten: Setze y(t) = c(t)x(t). Dann gilt

ẏ(t) = c(t)ẋ(t) + ċ(t)x(t)

= sin(t)y(t) + ċ(t)e1−cos(t)

und somit

ċ(t) =
sin(t)

e1−cos(t)
.



Schließlich erhält man c(t) als

c(t) =
∫ t

0

sin(s)
e1−cos(s)

ds =
∫ t

0
ecos(s)−1 sin(s)ds

= −
∫ cos(t)−1

0
ez dz = −ecos(t)−1 + e0 .

Die Lösung der inhomogenen Differentialgleichung ist also

y(t) = (−ecos(t)−1 + e0)e1−cos(t) = e1−cos(t) − 1 .

Aufgabe 4 (Gronwall’sches Lemma) 4 Punkte

In dieser Aufgabe beweisen Sie das Gronwall’sche Lemma, welches ein zentrales Hilfs-
mittel zum Beweis der Eindeutigkeit für Lösungen von gewöhnlichen Differentialglei-
chungen ist.

Sei I = [a, b] mit −∞ < a < b < ∞ und seien u, α ∈ C(I, R) sowie β ∈ C(I, [0, ∞))
gegeben. Es gelte die Integralungleichung

u(t) ≤ α(t) +
∫ t

a
β(s)u(s) ds für alle t ∈ I.

Dann besagt das Gronwall’sche Lemma, dass

u(t) ≤ α(t) +
∫ t

a
α(s)β(s) exp

(∫ t

s
β(r) dr

)
ds für alle t ∈ I. (1)

Beachten Sie, dass die Funktion u in (1) nur noch auf der linken Seite der Ungleichung
vorkommt.

Für den Beweis von (1) gehen Sie in zwei Schritten vor:

(i) Sei v : I → R durch v(s) := exp
(
−
∫ s

a β(r) dr
) ∫ s

a β(r)u(r) dr gegeben. Betrach-
ten Sie die Ableitung von v und zeigen Sie mit Hilfe des Fundamentalsatzes
der Analysis

v(t) ≤
∫ t

a
α(s)β(s) exp

(
−
∫ s

a
β(r) dr

)
ds für alle t ∈ I. (2)

(ii) Beweisen Sie die Gronwall’sche Ungleichung unter Zuhilfenahme von Glei-
chung (2).

Lösung



(i) Da die Funktionen β und u stetig sind, folgt nach dem Hauptsatz, dass v
differenzierbar ist. Die Ableitung ist gegeben durch

v′(s) =
(

u(s)−
∫ s

a
β(r)u(r) dr

)
β(s)e−

∫ s
a β(r) dr.

Mit der angenommenen Integralungleichung folgt daraus

v′(s) ≤ α(s)β(s)e−
∫ s

a β(r) dr.

Jetzt wird die gesamte Ungleichung integriert und wir erhalten

v(t) = v(t)− v(a) =
∫ t

a
v′(s) ds ≤

∫ t

a
α(s)β(s)e−

∫ s
a β(r) dr ds.

(ii) Einsetzen von v in die Integralungleichung führt zu folgenden Abschätzung:

u(t) ≤ α(t) + exp
(∫ t

a
β(r) dr

)
v(t).

Zuletzt benutzen Teil (i) und vereinfachen

u(t) ≤ α(t) +
∫ t

a
α(s)β(s) exp

(∫ t

a
β(r) dr−

∫ s

a
β(r) dr

)
ds

= α(t) +
∫ t

a
α(s)β(s) exp

(∫ t

s
β(r) dr

)
ds.


