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Aufgabe 11 (Alternative, abstrakte Interpolationsfehlerabschätzung) 4 Punkte

Sei Ih : Cn+1([a, b])→ Pn, f 7→ Pt0,...tn f für t0, . . . tn ∈ [a, b] ein Interpolationsoperator.

(i) Zeigen Sie ||Ih f ||∞,[a,b] ≤ C|| f ||∞,[a,b] (Stabilität der Interpolation).

(ii) Folgern Sie daraus || f − Ih f ||∞,[a,b] ≤ C infq∈Pn || f − q||∞,[a,b].

(iii) Schließen Sie unter Verwendung der Taylorentwicklung,
dass || f − Ih f ||∞,[a,b] ≤ C(b− a)n+1|| f (n+1)||∞,[a,b].

Lösung

a) Die dazugehörige Matrix zum Interpolationsproblem ist A−1 (A ist die Matrix
aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz, Vandermondematrix). Die Einträge
von A−1 sind beschränkt durch eine Konstante C̄ (C̄ hängt von der Wahl der
Knoten {ti}i=0,...,n ab). Damit folgt:

max
i=0,...,n

|ai( f )| ≤ C̄ max
i=0,...,n

| f (ti)|

ai sind die Koeffizienten des Interpolationsproblem. Nun gilt für die Interpolati-
on Ih( f ) = (t 7→ a0( f ) + a1( f )t + . . . + an( f )tn) mit der Abkürzung ai = ai( f ):

‖Ih( f )‖∞ = max
t∈[a,b]

|a0 + a1t + . . . + antn|

≤ max
t∈[a,b]

((
∑

i=0,...,n
|ai|
)

max
i=0,...,n

ti

)

≤ (n + 1)

(
∑

i=0,...,n
|ai|
)

︸ ︷︷ ︸
≤ C max

i=0,...,n
| fi| ≤ C̄ max

t∈[a,b]
| f (t)|

max
t∈[a,b]

(
max

i=0,...,n
ti
)

︸ ︷︷ ︸
≤C(a,b)

≤ C̄ C(a, b)‖ f ‖∞.



b) Ih : C0 → Pn ist eine lineare Abbildung und es gilt Ih(p) = p für alle p ∈ Pn
(Eindeutigkeit der Interpolation).

‖ f − Ih( f )‖∞ = ‖ f − q + q− Ih( f )‖∞ für ein beliebiges q ∈ Pn

Ih(q)=q
= ‖ f − q + Ih(q)− Ih( f )‖∞

≤ ‖ f − q‖∞ + ‖Ih(q− f )‖∞

(wegen Dreiecksungleichung und Linearität von Ih)
1.
≤ C̃‖ f − q‖∞

c)

‖ f − Ih( f )‖∞ = ‖ f − q + q− Ih( f )‖∞[
q(t) = f (a) + f ′(a)(t− a) + ... +

f (n)(a)
n!

(t− a)n

]
(Taylorentwicklung in a vom Grad n, q ist also Polynom)

Ih(q)=q
= ‖ f − q + Ih(q)− Ih( f )‖∞

≤ ‖ f − q‖∞ + ‖Ih(q− f )‖∞

(wegen Dreiecksungleichung und Linearität von Ih)
1.
≤ C̃‖ f − q‖∞

≤ C̃ max
t∈I
| f

(n+1)(ξ)(t− a)n+1

(n + 1)!
|

≤ C(b− a)n+1‖ f (n+1)‖∞,[a,b]

Aufgabe 12 (Rationale Interpolation) 4 Punkte

Seien t0 < t1 < . . . < tn ∈ R und f ∈ C(R), f (ti) = fi gegeben. Gesucht sind
Polynome p ∈ Pk und q ∈ Pl mit k + l = n, so dass

p(ti) = fi q(ti) für alle 0 ≤ i ≤ n .

(i) Zeigen Sie, dass diese Interpolationsaufgabe eine nichttriviale Lösung besitzt.

(ii) Geben Sie ein Beispiel an, für das p
q nicht die Funktion f interpoliert.

Lösung

a) Betrachte die Matrixdarstellung des LGS: A · x = 0, wobei

A =

1 t0 · · · tk
0 f0 · · · f0tl

0
...

...
...

...
...

1 tn · · · tk
n fn · · · fntl

n





und x = (p0, · · · , pk, q0, · · · , ql)
T.

Dabei ist A eine (n + 1) × (n + 2) Matrix, hat also einen Rang ≤ n + 1. Die
Dimension der Kerns ist n + 2− dim(Im A) = n + 2− rang A ≥ 1. Also besitzt
das LGS insbesondere nichttriviale Lösungen.

b) Wählt man t0 = f0 = 0 und t1 = f1 = 1, k = 0, l = 1 so ist


 0
−1
1

 Basis des

Lösungsraumes. Die entstehende Interpolierende

p
q
(x) =

0
mx−m

= 0, (für beliebiges m 6= 0),

für x 6= 1 nimmt jedoch nicht die geforderten Werte an. (Null durch Null für
x = 1).

Aufgabe 13 (Hermite-Interpolationspolynom) 4 Punkte

Bestimmen Sie das Hermite-Interpolationspolynom p5 ∈ P5, das die Bedingungen

p5(1) = −4, p′5(1) = −7, p′′5 (1) = −8, p5(2) = −14, p′5(2) = −8, p5(3) = 14

erfüllt.

Lösung

Man kann entweder das Newton Schema benutzen oder das Gleichungssystem direkt
lösen. Wir zeigen beide Möglichkeiten:

• Newton Schema: Wir benutzen die dividierten Differenzen

[xi]p = p(xi),

[xi, . . . , xi+k]p =

{
1
k! p(k)(xi), if xi = · · · = xi+k,
[xi+1,...,xi+k]p−[xi,...,xi+k−1]p

xi+k−xi
, otherwise.

Damit ergibt sich mit x0 = x1 = x2 = 1, x3 = x4 = 2 und x5 = 2 das Schema

[x0]p = −4
↘

[x1]p = −4 −→ −7
↘ ↘

[x2]p = −4 −→ −7 −→ −4
↘ ↘ ↘

[x3]p = −14 −→ −10 −→ −3 −→ 1
↘ ↘ ↘ ↘

[x4]p = −14 −→ −8 −→ 2 −→ 5 −→ 4
↘ ↘ ↘ ↘ ↘

[x5]p = −14 −→ 28 −→ 26 −→ 17 −→ 6 −→ 1.



Damit sie die Koeffizienten ci = [x0, . . . , xi]p des Newtonschen Interpolations-
polynoms

p5(x) = c0 + c1(x− x0) + c2(x− x0)(x− x1) + · · ·+ c5(x− x0) · · · (x− x4)

bestimmt und man erhält p5(x) = x5 − 3x4 + 4x2 − 8x + 2.

• Lösung des Gleichungssystems: Es gilt

p5(x) = a5x5 + a4x4 + a3x3 + a2x2 + a1x + a0,

p′5(x) = 5a5x4 + 4a4x3 + 3a3x2 + 2a2x + a1,

p′′5 (x) = 20a5x3 + 12a4x2 + 6a3x + 2a2.

Die Bedingungen ergeben das folgende Gleichungssystem:
1 1 1 1 1 1
5 4 3 2 1 0

20 12 6 2 0 0
32 16 8 4 2 1
80 32 12 4 1 0

243 81 27 9 3 1




a5
a4
a3
a2
a1
a0

 =


−4
−7
−8
−14
−8
14

 .

Man erhält p5(x) = x5 − 3x4 + 4x2 − 8x + 2.

Aufgabe 14 (Hermite-Interpolationspolynom als Grenzwert) 4 Punkte

Gegeben seinen die Werte y0, y1, z0 ∈ R.

(i) Berechnen Sie das Interpolationspolynom zweiten Grades pε(x) mit
pε(0) = y0, pε(1) = y1 und pε(ε) = y0 + εz0 für ε ∈ (0, 1).

(ii) Berechnen Sie das Hermite-Interpolationspolynom zweiten Grades p(x) mit
p(0) = y0, p(1) = y1 und p′(0) = z0.

(iii) Zeigen Sie, dass pε für ε→ 0 gegen p bzgl. der Unendlichnorm ‖ · ‖∞ konver-
giert (‖g‖∞ := maxx∈[0,1] |g(x)|).

Lösung

Man rechnet einfach nach:

a) pε(x) = y1−y0−z0
1−ε x2 +

(
z0 − y1−y0−z0

1−ε ε
)

x + y0

b) p(x) = (y1 − y0 − z0)x2 + z0x + y0

c) pε(x)− p(x) = ε
1−ε (y1 − y0 − z0)(x2 − x), also ist die Unendlichnorm auf [0, 1]

für genügend kleines ε durch Cε beschränkt.


