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Aufgabe 11 (Alternative, abstrakte Interpolationsfehlerabschitzung) 4 Punkte

Sei Zp, : C"*1([a,b]) — Pu, f = Py,.+,f fiir to, ...ty € [a,b] ein Interpolationsoperator.
(i) Zeigen Sie ||Zyf|[co,a5] < Cl|flleo,[ap) (Stabilitdt der Interpolation).
(if) Folgern Sie daraus ||f = Zpflwa5) < Cinfep, ||f = qllco b

(iii) Schlieflen Sie unter Verwendung der Taylorentwicklung,
dass ||f = Znflleo ap) < C(b—a)* | f )]

oo,[a,b]*

Losung

a) Die dazugehorige Matrix zum Interpolationsproblem ist A~ (A ist die Matrix
aus dem Existenz- und Eindeutigkeitssatz, Vandermondematrix). Die Eintrdge
von A~! sind beschrankt durch eine Konstante C (C hangt von der Wahl der
Knoten {t;};—¢ ., ab). Damit folgt:

ig(;i?fnlai(fﬂ < C max [f(t;)]

.....

a; sind die Koeffizienten des Interpolationsproblem. Nun gilt fiir die Interpolati-
onZ,(f) = (t = ao(f) + a1 ()t + ...+ a,(f)") mit der Abkiirzung a; = a;(f):

1Zn(f)lo = max [ag + art + ... + ant"|
te(a,b]

< max a; max ti
= tefab] ((f:oz,.;.,n| l|> i=0,..m >

< (n+1) < Y. |ai|> max | max ti>
. " a, =0,...

l:0,..., te[ b] 1 oo/
== <C(ap)
<C max |fi| <C m[a>b<] |f ()]
tela,



b) Z;, : C° — P, ist eine lineare Abbildung und es gilt Z,(p) = p fiir alle p € P,
(Eindeutigkeit der Interpolation).

If=Zu(f)lle = [lf—q9+9—Zy(f)llo fiir ein beliebiges g € P"
Tu(9)=q
"= =4+ Tn(@) — Tu(H)lleo
< = qlle +11Zn(g = f)lleo
(wegen Dreiecksungleichung und Linearitdt von Zj,)
L .
< Cllf—4ll
<)
If =T(Hllee = If =4+9=Tu(f)lle
: f"(a) !
a(t) = f(@) + F (@)t =) + .+ Tt~ a)
(Taylorentwicklung in @ vom Grad n, q ist also Polynom)
Tn(g)=q
"= e+ (@) — ()l
< = alleo +1Z0(q = f)lleo
(wegen Dreiecksungleichung und Linearitdt von 7y)
L. .
< Clf =4l
_ (n+1) _ \n+1
o U@ -2
tel (n+1)!
< Cl—a) T oo fay
Aufgabe 12 (Rationale Interpolation) 4 Punkte

Seien fp < f) < ... < t, € Rund f € C(R), f(t;) = f; gegeben. Gesucht sind
Polynome p € Py und g € P; mit k + 1 = n, so dass

p(t;) = fiq(t;) furalle0<i<mn.
(i) Zeigen Sie, dass diese Interpolationsaufgabe eine nichttriviale Losung besitzt.

(ii) Geben Sie ein Beispiel an, fiir das g nicht die Funktion f interpoliert.

Losung

a) Betrachte die Matrixdarstellung des LGS: A - x = 0, wobei
1 tg --- tl({) fo - f()té

A= |+ : Do :
1 ¢, --- t],; fu - fnff1



und X = (POI e lpqu()l e IQZ)T-

Dabei ist A eine (n + 1) x (n + 2) Matrix, hat also einen Rang < n + 1. Die
Dimension der Kerns ist n +2 —dim(Im A) = n+2 —rang A > 1. Also besitzt
das LGS insbesondere nichttriviale Losungen.

0
b) Wahltman typ = fo=0und ty = f1 =1,k =0, = 1soist { (—1) } Basis des
1
Losungsraumes. Die entstehende Interpolierende

P,y 0 . i
p (x) = — 0, (fuir beliebiges m # 0),

fir x # 1 nimmt jedoch nicht die geforderten Werte an. (Null durch Null fiir
x=1).

Aufgabe 13 (Hermite-Interpolationspolynom) 4 Punkte

Bestimmen Sie das Hermite-Interpolationspolynom ps € Ps, das die Bedingungen

ps(1) = —4, ps(1) = =7, p5(1) = =8, p5(2) = —14, p5(2) = =8, p5(3) = 14

erfiillt.

Losung

Man kann entweder das Newton Schema benutzen oder das Gleichungssystem direkt
16sen. Wir zeigen beide Moglichkeiten:

o Newton Schema: Wir benutzen die dividierten Differenzen

[xilp = p(xi),
ire- s Xivk|P [Xi+1,...,Xi+l;]ii;_[3§§;...,xi+k_1]p/ otherwise.

Damit ergibt sich mit xo = x; = x2 = 1, x3 = x4 = 2 und x5 = 2 das Schema

[xolp = —4
N\
xlp=—-4 — -7
p N\
p=—-4 — -7 — —4
hY N\ N\
[x3lp=—-14 — —-10 — -3 — 1
N\ N\ N\ N\
[x4lp=-14 — -8 — 2 — 5 — 4
h N\ N\ N\ N\
[xs]p=—-14 — 28 — 26 — 17 — 6 — 1.



Damit sie die Koeffizienten ¢; = [x, ..., x;]p des Newtonschen Interpolations-
polynoms

ps(x) =co+c1(x —x0) +ca(x —x0)(x —x1) + - +cs5(x —x0) -+ (x — xq)
bestimmt und man erhalt p5(x) = x° — 3x* + 4x% — 8x + 2.

o Lisung des Gleichungssystems: Es gilt

ps(x) = asx® + agx* + azx® 4 axx® + ayx + ag,
pt(x) = Sasx® 4 4a,x> + 3a3x* + 2apx + ay,
pY(x) = 20a5x> + 12a4x> + 6azx + 2a,.

Die Bedingungen ergeben das folgende Gleichungssystem:

1 1 1 111 as —4
5 4 3 210 ay -7
20 12 6 2 0 0 a3 | | -8
32 16 8 4 2 1 a| | -14
80 32 12 4 1 0 ap -8
243 81 27 9 3 1 ag 14

Man erhalt p5(x) = x° — 3x* + 4x? — 8x + 2.

Aufgabe 14 (Hermite-Interpolationspolynom als Grenzwert) 4 Punkte

Gegeben seinen die Werte yo, y1, z0 € R.

(i) Berechnen Sie das Interpolationspolynom zweiten Grades p¢(x) mit
pe(0) = yo, pe(1) =y1 und pe(e) = yo + €z fiire € (0,1).

(ii) Berechnen Sie das Hermite-Interpolationspolynom zweiten Grades p(x) mit
p(0) = yo, p(1) = y1 und p'(0) = zo.

(iii) Zeigen Sie, dass pe fiir € — 0 gegen p bzgl. der Unendlichnorm || - ||« konver-
giert (/g leo := maxyepo [8(x)))-

Losung

Man rechnet einfach nach:
a) pe(x) = U2 4 (zg— U6 ) x4y

b) p(x) = (y1 —yo — 20)x% + zpx + Y0

¢) pe(x) — p(x) = 15 (y1 — yo — z0) (x> — x), also ist die Unendlichnorm auf [0, 1]
tiir geniigend kleines € durch Ce beschrankt.



