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Aufgabe 25 (Elliptisches Randwertproblem auf einem Ring) 4 Punkte
(i) Zeigen Sie, dass Ay In(r) = 0, wobei r =||x||= {/x7 + x5 und x € R?\ {0}.

(ii) Gegeben sei der Ring () = (B»(0) \ B 1 (0)) C R?. Bestimmen Sie die schwache
Losung des Randwertproblems

—div(aVu) =0, auf By(0)\ B%(O),
u=1, auf aB%(O),
u = O, auf aBZ(O),

mit der Funktion a € L*®(IR?) definiert durch

1, <1,
N A
2, x|l >1.

Aufgabe 26 (Faltung) 4 Punkte
Seien ¢: R — R und ¢: R? — R durch ¢ = x ~1,1) bzw. durch ¢ = X1 definiert.

Desweiteren, seien ¢¢(x) = 2%4)(%) und e (x) = (2i)2l/)(%)'
(i) Bestimmen Sie u, := @ * u mit u = x[_1 1] und zeigen Sie, dass ue € C*'(R).

(ii) Bestimmen Sie v, := ¢, * v mit v(x) = |x| und zeigen Sie, dass v, € C1(R).

(iii) Bestimmen Sie we := ¢ * X[_1 12 Hinweis: Es geniigt, die (entscheidenden) Niveau-
linien von w, zu skizzieren und die Werte darauf anzugeben.



Aufgabe 27 (Regularitit der Hermite-Interpolation) 4 Punkte

Man unterteile [0,1] in N = ; dquidistante Teilintervalle I; = [il, (i + 1)h] mit
i=0,1,...,N—1. Fur f € C*(]0,1]) bezeichne Z, f die stiickweise kubische Hermite-
Interpolation von f. Zeigen Sie, dass Z,f € H>?((0,1)) fiir alle p > 1 gilt.

Aufgabe 28 (Poincaré-Ungleichung) 4 Punkte

Es sei () C IR? eine zusammenhéngende, endliche Vereinigung von Quadern und I'p
eine Quaderseite enthalten in dQ). Zeigen Sie, dass fiir u € H"?(Q) mit u = 0 auf I'p
folgende Poincaré-Ungleichung gilt

[ull 2y < C(QTD)[[Vull2qr)-
Hinweise:

(i) Rufen Sie sich den Beweis fiir einen einzelnen Quader in Erinnerung (Tipp: Verwenden
Sie den Hauptsatz der Integralrechnung).

(ii) Versuchen Sie diesen Beweis an die Voraussetzungen der Aufgabe anzupassen.



