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Aufgabe 29 (Elliptisches Randwertproblem auf einem Ring) 4 Punkte

Es sei () € R? eine zusammenhingende, endliche Vereinigung von Quadern und I'p
eine Quaderseite, die in () enthalten ist. Man betrachte das elliptische Randwertpro-
blem

n
— Z ai(ﬂijaﬂ/l) +au = f in (),
i,j=1
u=0 auflp, (1)
viaija]-u =0 aufoQ) \ FD ’

wobei f € L?(Q) und a;j, @ messbar und beschénkt sind. Weiter gelte
a;j(x)&i¢; > co|¢|* und a(x) > —C > _é_(;, fiir x € Q und ¢ € R" mit der Poincaré-
Konstante C,, aus der folgenden Ungleichung:

[ull 2y < Cp(TD)[[Vull 120y,

die fiir u € H"?(Q) mit u = 0 auf I'p erfiillt ist.
Man gebe eine schwache Formulierung des Problems (1) an und zeige die Existenz
einer eindeutigen schwachen Losung.

Aufgabe 30 (Aquivalenz von Normen auf einem Dreieck) 4 Punkte

Es sei T C R? ein Dreieck und P; der Raum der affinen Funktionen auf T. Zeigen Sie,
dass die L~ und die L?— Normen auf P; dquivalent sind, d.h.

max [p| < C(T)|[pll2(r)
fiir p € Py, und geben Sie C(T) an.

Hinweis: Verwenden Sie die Tatsache, dass die Kantenmittenintegration fiir quadrati-
sche Funktionen exakt ist.



Aufgabe 31 (Singularitit am Ubergang Dirichlet-Neumann Rand) 4 Punkte

Zeigen Sie,

(i) dass der Laplace-Operator in Polarkoordinaten die folgende Form hat:
1 1
Y 2
Au = d7u + r—28¢u + ;8@1

(ii) dass die Losung des Poisson-Problems

—Au=0in Q),
u = g auf 0Q)

mit QO = {(rcos(¢),rsin(¢)) : 0<r<1,0< ¢ <2n}und g = r2 sin({)
keine schwache Losung des Problems

—Au = 0in B;1(0),
u = g auf dB1(0)

ist.

Aufgabe 32 (Schwache Losung durch Spiegelung) 4 Punkte

Sei u € H?(Q)) schwache Losung zum Problem

—Au = f auf Q),
u = 0 auf 0Q)

mit O = [0,1]? und f € L2. Man konstruiere durch Spiegelung eine schwache Losung
von

—Au = f auf [—1,1]?,
u =0 auf 9([—1,1]?)

wobei j?eine geeignete Funktion mit ]7‘[0 2= f ist.



