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Aufgabe 29 (Elliptisches Randwertproblem auf einem Ring) 4 Punkte

Es sei () € R? eine zusammenhingende, endliche Vereinigung von Quadern und I'p
eine Quaderseite, die in () enthalten ist. Man betrachte das elliptische Randwertpro-
blem

n
— Z ai(ﬂijaﬂ/l) +au = f in (),
i,j=1
u=0 auflp, (1)
viaija]-u =0 aufoQ) \ FD ’

wobei f € L?(Q) und a;j, @ messbar und beschénkt sind. Weiter gelte
a;j(x)&i¢; > co|¢|* und a(x) > —C > _é_(;, fiir x € Q und ¢ € R" mit der Poincaré-
Konstante C,, aus der folgenden Ungleichung:

[ull 2y < Cp(TD)[[Vull 120y,
die fiir u € H"?(Q) mit u = 0 auf I'p erfiillt ist.

Man gebe eine schwache Formulierung des Problems (1) an und zeige die Existenz
einer eindeutigen schwachen Losung.

Losung

Die schwache Formulierung des Problems (1) ist

/Q—Zai (aijaju)v—kauvdx:/ﬂfvdx, ve{ghD:O\gEHl}
i

& dud; dr= [ fodx— [ Yaduorda.
/Q%azj ud;v + auv dx va X an%’a” juor da

Der Randterm ist 0 auf I'p, da v = 0 auf I'p und nach Vorraussetzung ebenfalls 0 auf
Ty
Die Existenz einer eindeutigen Losung folgt mit dem Lemma von Lax-Milgram.



Aufgabe 30 (Aquivalenz von Normen auf einem Dreieck) 4 Punkte

Es sei T C R? ein Dreieck und P; der Raum der affinen Funktionen auf T. Zeigen Sie,
dass die L~ und die L?— Normen auf P; dquivalent sind, d.h.

mlgx\p] < C(Dllpllzery

fur p € Py, und geben Sie C(T) an
Hinweis: Verwenden Sie die Tatsache, dass die Kantenmittenintegration fiir quadrati-
sche Funktionen exakt ist.

Losung

Sei T ein Dreieck mit Ecken A, B, C, Seitenmittelpunkten 4, b, c und baryzentrischen
Koordinaten «, B, y. Dann sind die affinen Lagrange-Basisfunktionen beziiglich 4, b, ¢

fala,B,v) = (1—=2a), fola,B,7)=1-28), fe(a,B,7v)=(1-27).

a)£a(1,0,0) + p(b) f(1,0,0) + p(c)f(1,0,0)
a) (1) +p) +pl)=p- (-1 1 1).

Analog erhdlt man

p(B)=p-(1 -1 1)" und p(C)=p-(1 1 —1)".

Als affine Funktion nimmt p ihr Maximum an einer Ecke des Dreiecks an:

) =
)
Sei p = ) | € P, dann gilt
()
p(
p(

Il = max|p(x)l = max  [p()

< [p(a)| + [p(0)[ + [p(c)] = lIpllx

< lpla- V3 = % T (a2 + ()2 + p(e)?)

_ 3 2



Aufgabe 31 (Singularitit am Ubergang Dirichlet-Neumann Rand) 4 Punkte
Zeigen Sie,

(i) dass der Laplace-Operator in Polarkoordinaten die folgende Form hat:
1 1
— 12 2
Au = aru + r—zagou —+ ;8ru

(ii) dass die Losung des Poisson-Problems

—Au=0in (),
u = g auf 0Q)

mit Q = {(rcos(¢),rsin(¢)) : 0<r<1,0< ¢ <2n}und g = r2 sin(%)
keine schwache Losung des Problems

—Au=0in By(0),
u = g auf 9B1(0)

ist.

Losung

(i) Die Aussage folgt mit x = rcos(¢) y = rsin(¢) und der Kettenregel.

(ii) u(r, (p() ): r2 sin (%) ist eine starke Losung auf (), aber keine schwache Losung
in By (0):

Seien

B = {(rcos(¢),rsin(¢)) : 0<r<1,0< ¢ < 7} und
B = {(rcos(¢),rsin(¢p)) : 0<r<1, m< ¢ <2m},

sowie n4 und n_ die Normalen an B1+ und B; . Dann gilt

Vu-Vodx =0 fur alle v € C5°(B1(0))
B (0)

@/ Vu-Vvdx+/ Vu-Vodx =0
B (0) By (0)

& (Vuy -ny)vda+ (Vu_-n_)vda=0

0B 0B,
& v(Vug -ny +Vu_-n_)da=0.
aB
13 sin(%)
Da cos(0) =1, cos(ZT”) =-1,Vu=1{2, 4,2 und fiir die Normalen gilt
r2 cos(%)

ny = —n_, folgt Vuy -ny +Vu_-n_ #0auf 9B = {(x,0) : |x| <1}.



Aufgabe 32 (Schwache Losung durch Spiegelung) 4 Punkte
Sei u € H?(Q)) schwache Losung zum Problem
—Au = fauf Q),
u = 0 auf 0Q)

mit Q = [0,1]? und f € L?. Man konstruiere durch Spiegelung eine schwache Losung
von

—Au = f auf [-1,1)?,
u=0auf d([-1,1]?)

wobei f eine geeignete Funktion mit ﬁ[o 2= f ist.

Losung

Betrachte zunéchst die Erweiterung von Q = [0, 1]2 auf Q1 = [0,1]2U ([0,1] x [-1,0]).
Seien hierzu f und # definiert durch Spiegelung von f und u an der x-Achse.
Nun ist zu zeigen:

(i) 7 € HY2(Qy):

i€ H?(Q) & [ D'u-gdx = (—1)le Jo, 1 D*@dx fir alle ¢ € C5°((1). Es
geniigt, zu zeigen, dass

&g — (—1)ll .
[0,1}2D u-pdx =(-1) [0,1]2u D*pdx und

LT — (1)l Bl

/[0,1}x[—1,0] D*u - @dx = (—1) 0111 u-D*pdx.
Wir benutzen hierfiir, dass jedes ¢ € C3°(Q)) auf [0,1]2 durch ein ¢F €
C([0,1]2) in L3([0, 1) approximiert werden kann, ebenso auf [0,1] x [—1,0]
durch ein ¢~ € CP([0,1] x [—1,0]) in L2([0,1] x [—1,0]). Dazu bemerkt man
zunéchst, dass der Raum der Testfunktionen C°(Q) dicht in L?(Q) liegt. Ins-
besondere kann man fiir jede Funktion ¢ € C°(€1) eine Folge (¢x)r C C5°(Q))
finden, sodass

Iim [l¢ = gill2(0) =0

(da ¢|q € C*(Q) C L?(Q)). Mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt daraus
dann

D'u-gdx— [ D'u-gpdx| < | [D*ullp— gild

[ Dtu-gax— [ D*u-gedx| < [ [Dullg - il dx

< [ID*ul[ 20 9 = @kl 12(0) = O,
fiir k — o0. Da nun u € H?(Q)), folgt also

D*u-g@dx = 1li Du - gpdx = i _1|a/ D% d
/Qucpx im | Du-gdx im (—1) L1 Digrdx

k—o0 k—o0

= (—1)|a/ u-D%pdx,
o)



wobei die letzte Gleichheit wie oben mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung
gezeigt werden kann. Analog behandelt man auch die Gleichheit iiber [0, 1] x
[—1,0].

(ii) @ ist schwache Losung. Diese Aussage folgt analog zu Aussage (i).

Nun erweitert man auf die gleiche Weise von Q) auf Q, = [—1,1]2.



