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Aufgabe 33 (Bilineare Abbildung auf Vierecken) 4 Punkte

Es sei Rp := [0,1] x [0, 1] das Referenzrechteck. a;,i =0, ...,3 bezeichne seine gegen
den Uhrzeigersinn numerierten Ecken. Eine Abbildung F : Rg — R? heifit bilinear,
wenn F in jeder Variable separat affin ist, d.h. F(x,y) := co + c1x + coy + c3xy mit
c; € R? fir i = 0,...3. Weiter seien 4; die gegen den Uhrzeigersinn numerierten
Ecken eines Vierecks R und span{¢;;,i,j = 1,...2} mit ¢;;(x,y) = ¢i(x)¢p;(y) und ¢;
den klassischen Lagrange-Basisfunktionen in 1D, der lokale Raum auf R.

Zeigen Sie:

(i) Es gibt genau eine bilineare Abbildung F mit F(4;) = a; firi = 0,...,3. Stellen
Sie F als Konvexkombination ihrer Werte in den Knoten dar.

(ii) F bildet Ry bijektiv auf R ab genau dann, wenn R konvex ist.

(iii) F ist genau dann linear, wenn R ein Parallelogramm: ist.

Aufgabe 34 (Steifigkeitsmatrix einer triangulierten Fliche) 4 Punkte

Es sei T C ’IR3‘ eine triangulierte Fliche bestehend aus den Dreiecken T; mit den
Ecken (aj, a},a}). AuBBerdem seien

Viu=(1-n®n)Vgsu mit nlT,
Vi={u:T — R|u, affin, ue C'(UT))},
a(uy,vy) = /TVTuh -Vru, mituy,v, €V).
Berechnen Sie die lokale Steifigkeitsmatrix in Termen der Kantenvektoren.

Aufgabe 35 (Stetiger Erweiterungsoperator) 4 Punkte

Es sei @ # QO C RY"! eine offene Menge und k € INy. Geben Sie einen stetigen,
linearen Erweiterungsoperator T: C¥([0,1) x Q) — CF((—1,1) x Q) an.

Hinweis: Definieren Sie fiir f € CK([0,1) x Q), x € Q und t € (0,1) die Erweiterung
durch (Tf)(—t,x) = 2;‘211 /\]-f(f, x) fiir eine geeignete Wahl von Koeffizienten A,.



Aufgabe 36 (Quadraturformel auf Dreiecken) 4 Punkte

Sei T C IR? ein nicht-entartetes Dreieck mit den Ecken ag, a; und a,. Zeigen Sie fiir
f € P3(T) die Quadraturformel

T 2
[fix=1BaY fa)+s ¥ o) +27f (@),
T i=0 0<i<j<2
wobei 4;; = @ und app = %212:0 a;. Zeigen Sie weiter, dass die Gleichheit fiir

Polynome aus Py(T) im Allgemeinen nicht gilt.

Hinweis: Benutzen Sie, dass fiir ein Simplex T € R? mit baryzentrischen Koordinaten
A= (Ag,...,Ay) die Formel

o gy — ald!
/)‘ = Talran

gilt, wobei x € ]NgJrl einen Multiindex bezeichnet.



