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Aufgabe 33 (Bilineare Abbildung auf Vierecken) 4 Punkte
Es sei Ry := [0,1] x [0,1] das Referenzrechteck. 4;,i = 0, ..., 3 bezeichne seine gegen

den Uhrzeigersinn numerierten Ecken. Eine Abbildung F : Ry — IR? heift bilinear,
wenn F in jeder Variable separat affin ist, d.h. F(x,y) := co + c1x + coy + c3xy mit
c; € R? fiir i = 0,...3. Weiter seien 4; die gegen den Uhrzeigersinn numerierten
Ecken eines Vierecks R und span{¢;;,i,j = 1,...2} mit ¢;;(x,y) = §i(x)¢p;(y) und §;
den klassischen Lagrange-Basisfunktionen in 1D, der lokale Raum auf R.

Zeigen Sie:

(i) Es gibt genau eine bilineare Abbildung F mit F(4;) = a; fur i = 0,...,3. Stellen
Sie F als Konvexkombination ihrer Werte in den Knoten dar.

(ii) F bildet Ry bijektiv auf R ab genau dann, wenn R konvex ist.

(iii) F ist genau dann linear, wenn R ein Parallelogramm: ist.

Losung
Es gilt F(x,y) := co + c1x + 2y + c3xy wie in der Aufgabe angegeben.

(i) Wir zeigen: Es existiert genau ein derartiges F mit F(a;) = F(a;):

F(ag) =co = ap
F(@1)=co+cr=a1=c1=a1—a
F(as) =co+cy=a3 = cr =az—a
F(a) =co+ci+catez=ay=c3=a,—a;—az+ap
Somit gilt
F(x,y) = ap+ x(a; — ag) +y(az —ap) + xy(a — a1 — az + ap) (1)

=(1—-x—y+axy)ag+x(1 —x)ay +y(1 — x)az + xyay
3
= 2/\1'@
i=0

und Zi )\i = 1, )\,‘ > 0.
Zu Ay > 0: Ap(x,y) ist harmonisch. Damit gilt

min Ag = min Ag>0.
(xy)€Ro (xy)€dRo



(ii) =: F ist bijektiv, also lasst sich jeder Punkt in b € R als Bild F(b) eines Punktes
b € Ry darstellen. Mit Formel (1) folgt dann, dass R konvex ist.

<: R ist konvex, also ldsst sich jeder Punkt in b € R als Konvexkombination
der Ecken g4; darstellen. Seien A;(b) so, dass }; A;(b)a; = b. Nach (1) ist
F(Y;Aia;) = bund b = ¥; A;a; eindeutiges Urbild von b. Also existiert eine
inverse Funktion und F ist bijektiv.

(iii) F ist affin linear genau dann, wenn c3 = 0, also wenn a; — a7 = a3 — ag. Dies ist
genau fiir Parallelogramme der Fall.

Aufgabe 34 (Steifigkeitsmatrix einer triangulierten Fliche) 4 Punkte

Es sei T C ’IR3‘ eine triangulierte Flache bestehend aus den Dreiecken T; mit den
Ecken (af, 4}, a5). Aulerdem seien

Viu=(1-n®n)Vgsu mit nlT,
Vip=Au:T — R|u,affin, ue CO(U; )},
a(uy,vy) = /TVTuh Vo, mituy,v, € V.
Berechnen Sie die lokale Steifigkeitsmatrix in Termen der Kantenvektoren.

Losung

Seien x1, xp, X3 so, dass T = conv(xq,xp,x3) und ®; so, dass CIJi(xj) = ¢;;. Fur die
Steifigkeitsmatrix gilt

(Lr)y = [ Vi@Vt dx = |T|Vr®;- Vi

Bemerkung: Da ®; affin, ist V1®; konstant auf T.
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Mit den Bezeichnungen aus der Skizze folgt fiir den Gradienten V®; = —7- und
somit

i b
(LT)Z] - |T’hl ]’l] :

Es gilt weiterhin ;||e;|| = 2|T| und HZ_ZH = RYr;, wobei RY® die Rotation um 90 Grad
in der Dreiecksebene ist. Damit gilt schliefSlich

e - 6]' . é; - e]'
hihjlleillllejl — 4|T]

(L1)i;j = |T|



Aufgabe 35 (Stetiger Erweiterungsoperator) 4 Punkte
Es sei @ # QO C R4 eine offene Menge und k € INg. Geben Sie einen stetigen,
linearen Erweiterungsoperator T: C¥([0,1) x Q) — CF((—1,1) x Q) an

Hinweis: Definieren Sie fiir f € CK([0,1) x Q), x € Q und t € (0,1) die Erweiterung
durch (Tf)(—t,x) := k“ LA A x) fiir eine geeignete Wahl von Koeffizienten A,.

Losung

Fiir eine beliebige Funktion f € C¥([0,1) x Q machen wir den folgenden Ansatz:

_ ) ftx), fir (t,x) €[0,1) x Q,
) = { S Af(=t/f,x), far (£x) € (—1,0) x O,

wobei die Koeffizienten spdter gewidhlt werden. Offensichtlich ist T linear in f.
Desweiteren ist Tf in (—1,0) x Q und [0,1) x Q) k-mal stetig differenzierbar. Damit
Tf € C*((—1,1) x Q) muss also gezeigt werden, dass fiir alle Multiindizes a € IN¥
mit |a| < k gilt, dass

%i%a“(Tf)(—t,x) =0%f(0,x), fiiralle x € Q.

Insbesondere muss fiir alle x € () und alle n < k gelten, dass

k+1 Aj ‘ k+1 A
#10.6) = @l (TH)(=4x) = Y. 51 Hen(@h0) (/i) = 300 L. 5

Demnach haben wir die notwendige Bedingung Ekﬂ —n] 1farallen =0,1,...,k
oder in Matrix-Schreibweise

AAy,. . e = (1,1,

mit der Vandermonde-Matrix A € R+1x(k+1) definiert durch A;; = j~(~1. Da die

Vandermonde-Matrix reguldr ist, gibt es genau eine Losung (A4, ..., AkH)T, sodass
die obige Gleichung gilt. Dann folgt aber auch

k+1

2§ (1) (—40) = 3 o M3 ((@1F) (/%)) = 00 (0,x),

fiir alle « € N4 mit a; = 0 und |a| +n < k. Damit haben wir gezeigt, dass Tf €
C¥((—1,1) x Q). Es bleibt noch die Stetigkeit von T zu zeigen. Dazu betrachten wir
fiir « und n wie oben, t > 0 und x € Q)

k+1 k+1

QI TF(~t, %) < 2' Mg (@) (117,20 < <Z|A]-|> 1997 £ o

j=1



Damit folgt schlieSlich

k+1
ITfllcr((-1,0)x0) ZMI 11l expo,1)

Aufgabe 36 (Quadraturformel auf Dreiecken) 4 Punkte

Sei T C R? ein nicht-entartetes Dreieck mit den Ecken ag, a; und a,. Zeigen Sie fiir
f € P3(T) die Quadraturformel

2
/fdx = %(3 Y flai)+8 Y flaj)+27f(ao2)),
T i=0 0<i<j<2

aj

wobei 4;; = # und ag;p = %212:0 a;. Zeigen Sie weiter, dass die Gleichheit fiir
Polynome aus P4 (T) im Allgemeinen nicht gilt.

Hinweis: Benutzen Sie, dass fiir ein Simplex T € R? mit baryzentrischen Koordinaten
A= (Ag,...,Ay) die Formel

w g ald!
//\ = T

gilt, wobei o € ]Ngle einen Multiindex bezeichnet.

Losung

Wir zeigen die Quadraturformel zunéchst fiir die kubischen Lagrange-Basisfunktionen
(in baryzentrischen Koordinaten). Dabei geniigt es die Fille

@iit(A) = 3Ai(Ai = 3) (A = §) = 3(A] — A7 + 50,
iji(A) = FAir(A) = 3) = FATA = 3A0,
q)l]k(/\) = 27A1A])Lk

zu betrachten. Wir rechnen nun zunédchst das Integral mit Hilfe der Formel fiir
baryzentrische Koordinaten (siehe Hinweis) und vergleichen dies mit dem Ergebnis
fur die Quadraturformel.

e ¢;;;: Die Integralformel ergibt:

(/A3dx—/)tzdx+ /Adx) 3 (22 -2+ 22 7| = 0|T|.

Die Quadraturformel ergibt:

Ir (3 1_8'2@'%'%)'%) = Li7].




e ¢;jj: Analoge Rechnungen ergeben fiir das Integral

/Tﬁf’ijj()\) dx = 35| T]|
und fiir die Quadraturformel
T
(30482 +0) = 2T).

 ¢;jx: Die Integralformel ergibt

/T(Pijk()\) dx = 27%|T| — %|T|

und die Quadraturformel liefert

T
%(3-0+8-0+27-1)=29—0|T|.

Die iibrigen Basisfunktionen konnen auf diese Félle (durch Umindizierung) zuriickge-
fithrt. Also gilt die Gleichheit fiir eine Basis von P3 und damit fiir den gesamten Raum
der kubischen Polynome. Um zu zeigen, dass die Quadraturformel fiir allgemeine
quartische Polynome nicht gilt, kann zum Beispiel die Funktion

Pp(A) = AiAi — P Ai—5)(Ai—3)

betrachten. Diese ist offensichtlich ein Element aus P, und man rechnet leicht nach,
dass

/T P(A) dx = /T M 33412 3,

Die Quadraturformel hingegen liefert



