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Aufgabe 37 (Biharmonische Gleichung) 4 Punkte
Sei () C R? ein beschrinktes Gebiet. Betrachten Sie die biharmonische Gleichung
Nu=f, inQ,
u=r, aufodQ),

onu =7, auf dQ),

mit Funktionen f € L*(Q) und r,v € L?(0Q)). Hierbei bezeichne A*> = AA den
Bilaplace-Operator. Zeigen Sie, dass eine glatte Funktion u € C*(Q)) genau dann
Losung ist, wenn Sie die Randbedingungen und die schwache Formulierung

/ Aulgdx = / fodx  furalle ¢ € HY*(Q)
0 0

erftillt, wobei Hé’z(Q) der Raum aller Funktionen ¢ € H>?(Q)) ist, fiir die sowohl ¢
als auch 9, ¢ auf dem Rand von () verschwinden.

Aufgabe 38 (Tensorprodukt-Hermite-Approximation) 4 Punkte

Betrachten Sie die biharmonische Gleichung aus Aufgabe 37 mit r = v = 0 fiir ein
Gebiet der Form Q = (a,b) x (c,d) C R2 Es sei V}, C Hy*(Q) N C'(Q) der Raum der
kubischen Tensorprodukt-Hermite-FE-Funktionen beziiglich eines Rechteckgitters
mit Gitterweite i > 0.

Zeigen Sie, dass der Approximationsfehler fiir die resultierende diskrete Losung
uy € Vj, durch

[ = | 2oy < CH?[|utl| oz
abgeschitzt werden kann, falls die Losung u des Problems in H*?(Q) liegt.

Hinweis: Fiir eine Funktion v € C?(Q) bezeichne I,v die Interpolierende von v, die sich
stiickweise als Tensorprodukt der Hermite-Interpolation aus Aufgabe 27 von Blatt 8 darstellen
lisst. Machen Sie sich klar, dass I, Funktionen aus H*?(Q) nach H>*(Q) N C'(Q) abbil-
det und verwenden Sie eine angepasste Version von Satz 3.25 aus der Vorlesung um den
Approximationsfehler abzuschiitzen.



Aufgabe 39 (Notwendige Bedingung Minimierer) 4 Punkte

Betrachten Sie auf einem Gebiet () eine Funktion u; aus H?(Q) und das Funktional
E[u] = / i(u —up)? 4 |[Vu|* dx.
027

Leiten Sie eine notwendige Bedingung fiir den Minimierer {iber Hé’Z(Q) her. Welcher
Zusammenhang besteht zwischen einem Minimierer und der Warmeleitungsglei-
chung?

Aufgabe 40 (Abschidtzung mit Aubin-Nitsche) 4 Punkte
Betrachten Sie das folgende Problem auf Q) = (0,1)

—u"=f inQ,
u =0 aufdQ),

und zeigen Sie
lu = wpllre < CHHutlia 0,
wobei wie bisher /i die Diskretisierungsfeinheit und k den Polynomgrad bezeichnet.

Hinweis: Suchen Sie fiir festes x € Q) eine Darstellung von (u — uy,)(x) in der Bilinear-
forma(-,-), d.-h. (u—uy)(x) = a(u — uy, Gy). Dabei ist Gy(y) = G(x,y) die Greensche
Funktion in 1D (siehe Ubungsblatt 7, Aufgabe 22). Betrachten Sie auflerdem das Lemma von
Aubin-Nitsche.



