Ubungen zur Ingenieur-Mathematik II SS 2016
Blatt 1 14.04.2016

Aufgabe 1: Gegeben sind die Funktionen
a) f(r1,29) = o] + 23
b) g(a1,m9) = jaf + a3

Zeichnen Sie die 1—Niveaulinie. Berechnen Sie die Gradienten der Funk-
tionen an den vier Stellen der Form (x4, 0), (0, z2) und an den vier Stellen
der Form (zq,x1), (21, —1), die auf der 1—Niveaulinie liegen. Skizzie-
ren Sie jeweils die 8 Gradienten als Vektoren, die in den zugehorigen
Punkten starten.

LOSUNG:
a) Die 1—Niveaumenge ist gegeben durch
Ni(f) = {(z1,22) € R?| f(ar,22) = af + a5 = 1}

und ist ein Kreis mir Radius 1.
Die Stellen, an denen der Gradient berechnet werden soll werden wie folgt er-

mittelt

fz1,00)=1 < ai=1 & x,=-1oderaz =1,

f(0,z) =1 < a3=1 & a9=—1odermz =1,
flxi,z1) =1 & al+ai=1 <« xf:% & xlz—% oder xlz%,
flxy,—2)=1 & 224(—2)’=1 & 27= 1 & 1 =———=oder x; =

2 V2

Der Gradient der Funktion f an der Stelle (xq,x2) ist

grad f(21,22) = ( 20 ) .
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b) Die 1—Niveaulinie ist gegeben durch

1
Ni(g) = {(21,22) € B? [ g(w1,25) = 193? +ay =1},

1
g(z1,0) =1 & 1‘”?:1 & 1= —2oder 7, =2,

g(0,79) =1 & 13=1 < x5=—1oder x5 =1
Bei N;(g) handelt es sich also um eine Ellipse mit den Halbachsen 2 und 1.

(x1,21) =1 < 1x2+x2—1 & xQ—iL = ac———oderx—i

g\r1,21) = 41 1= 1—5 1= \/g 1—\/57
1 4 2

g(xy,—11) =1 < Zm%+(—x1)2 =1 & 2= R & o= —% oder x; =

Der Gradient der Funktion g an der Stelle (xq,x2) ist

1(131
) )

DO Nl

gradg(zy, xe) = (

gradf(—2,0) = ( _01 ), gradf(2,0) = ( é ),

gradf(0,—1) = ( _02 ), gradf(0,1) = ( (2) ),

ra 2 2, \/Lg ra 2 2. _\/LE
gdf(\/ga\/g) (%)7 gdf( \/57 \/5) (_\/ig)v

ra 22, \/Lg ra 2 2, _\/LE
g df(\/gu \/5) (_\%)7 g df( \/57\/5) < \% )
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Aufgabe 2: Konstruieren Sie die Parametrisierung der abgebildeten Kurve. Diese
entsteht, indem einen festen Punkt auf einem Kreis von Radius 1 mar-
kiert, wobei der Kreis gleichméflig mit Geschwindigkeit 1 die x-Achse
entlang rollt. Zur Zeit ¢ = 0 befindet sich der markierte Punkt im Ur-

sprung.

a) Geben Sie zunichst die Parametrisierung der Kurve an, die die
Bewegung des Kreismittelpunktes beschreibt.

b) Geben Sie anschlieflend die Parametrisierung der Kurve an, die die
Bewegung eines Punktes auf einer Kreisbahn um den Ursprung
beschreibt. Beachten Sie die korrekte Drehrichtung und den An-
fangspunkt.

c) Geben Sie die Parametrisierung der oben abgebildeten und be-
schriebenen Kurve an, indem sie die Losungen aus Aufgabenteil a)
und b) addieren.

d) Berechnen Sie den Betrag der Geschwindigkeit.

e) Bestimmen Sie den Wert und die Lage des Maximums und des
Minimums der Geschwindigkeit auf dem Intervall [0, 47].

LOSUNG:

a) Die Kurve, die die Bewegung des Kreismittelpunktes beschreibt, wird parame-



trisiert durch

it = ().

b) Wenn der Kreis nach rechts rollt, dreht er sich im Uhrzeigersinn. Fiir ¢ = 0 soll

der Punkt unterhalb des Mittelpunkts liegen, d.h. bei (0, —1). Die Kurve, die
die Bewegung eines Punktes auf einem rotierenden Kreis mit Mittelpunkt Null
beschreibt, wird parametrisiert durch

— sin(t)

Vp(t) = ( — cos(?) ) :

c) Die Parametrisierung der oben abgebildeten Kurve ist gegeben durch

d)

V() =y (t) +7p (1)
[ t—sin(t)
n ( 1 — cos(t) )

Der Geschwindigkeitsvektor ist gegeben durch

0=("an)

und somit l&Bt sich der Betrag der Geschwindigkeit wie folgt berechnen:

IO = (1 — cos(t))” + sin® (1)
=1—2cos(t) +1
=2 —2cos(t)

1Y@ = V2 = 2cos(?)

Da das Quadrieren auf den nichtnegativen reellen Zahlen streng monoton ist,
und [|4(t)|| nicht negativ wird, konnen wir statt ||¥(¢)|| auch die Extrema von
|17(t)||? betrachten.

Wir wissen, dass der Cosinus maximal wird fiir ¢ = 0,27, 47 und minimal
fiir ¢ = m, 37 folglich nimmt der Betrag der Geschwindigkeit bei ¢ = 0, 27, 47
sein Minimum und fiir ¢ = 7, 37 sein Maximum an. Im Minimum betréigt der
Betrag der Geschwindigkeit 0 und im Maximum 2.

Alternativ kann man diese Ergebnisse auch mittels erster und zweiter Ableitung
nachrechnen. (Wahlweise fiir 2—2 cos(t) oder /2 — 2 cos(t), mit der Wurzel wird
die Rechnung aber etwas aufwéndiger.)



Mit Hilfe der Additionstheoreme rechnet man alternativ

VT~ 2cos(l) = \/2<1 ~ cos(z + 3)
_ \/2 (sinQ(%) +cos2(%) - (cos2(%) - sin2(%)>)
- ,/4sin2(%)

)l

N |+

= 2| sin(

(man beachte den Betrag im letzten Schritt) und liest Minima und Maxima
ebenfalls direkt ab. In diesem Fall benttigt man das Monotonie-Argument nicht.

Aufgabe 3: Berechnen Sie die Jacobi-Matrix und deren Determinante der Abbildung

F:R?— R3,
r sin 1 cos
F(r,9,p) := | rsindsing
r cos v
LOSUNG:
F:R®— R

F(r,9,p) = (rsinv cos ¢, rsin ¥ sin @, r cos )

gesucht: Jacobi-Matrix und deren Determinante

Jp(r,9,0) = DF(r,9,¢)
sincosp rcosvcosp —rsindsing
= sindsing rcosvsing rsindcosp
cos v —rsind 0

O.Fy OgFy 0,Fy
Denn: Jg(r,¥,¢p) = DF(r,0,¢) = [ 0, F% OpF> 0,F
0. F3 09Fs5 0,F;

Fi(r,9,¢) = rsindcosg Fy(r,9,) = rsindsing

0.F1 = sindcosp 0.Fy, = sindsinp
O9F1 = rcosvcosp OgFy = rcosdsing
0,F1 = —rsindsing 0,F, = rsindcosy

Fs5(r,9,¢) = rcos?
0, F3 = cos?
Ogls = —rsind
0, F5 = 0



Berechnung der Determinante:
Regel von Sarrus

det JF(T, 79, (,0) = det DF(Ta 197 90)

sincosy rcosvcosyp —rsindsing
= det | sind¥singp rcosdsing rsindcosep
cos v —rsind 0

= 0472 cos? ¥ cos® psin ¥ 4 2 sin® 9 sin?
4712 cos? ¥ sin? psin ¥ + r* sin® ¥ cos? ¢ + 0
= 7r?sin 19( cos® 1 cos® o + sin® ¥ sin® ¢
4 cos® ¥ sin? ¢ + sin? ¥ cos? gp)
= r*sin 19(((:032 ¥ + sin 9) cos® ¢ + (sin® ¥ + cos® ¥) sin® go)
= 7rsind-1

= r?sinv
Entwicklung nach der 3ten Spalte

det Jp(r,9,¢) = det DF(r,9,p)
sindcosy rcosvcosyp —rsindsing
= det | sindsinp rcosdsing rsindcosp
cos v —rsind 0

= (=)' (—rsindsinyp) - (

sindsing 7rcosvsing
cos ¥ —rsind

+(=1)*"(rsin v cos ) - ( sind cosp 1 cosvcosp )

cos v —rsinv
= (rsind) ((— sing) - (—rsin®¥sin — 7 cos® Isin )
+(—cos ) (—rsin® ¥ cos o — rcos® ¥ cos ) )

(rsind) (rsin® ¢ + rcos® p)
= (r’sin?)-1
(r*sind) Vv



Aufgabe 4: Betrachten Sie die Funktion

flzy) = /1 — 22 —y2, mit 2+ 2 < 1.

a) Worum handelt es sich bei dem Graphen dieser Funktion?
b) Berechnen Sie V f(z,y).

c) Bestimmen Sie den Tangentialraum T,y f(2.,))Gy an den Graphen
von f in einem beliebigen Punkt (z,y, f(z,y)).

d) Bestimmen Sie die Normale N(z,y) an den Graphen von f in
einem beliebigen Punkt (z,y).

e) Geben Sie T{,y, (24 G und N(z,y) fir (z,y) = (0,0) und (z,y) =
(3,0) an.
LOSUNG:

a) Bei dem Graphen der Funktion f handelt es sich um die obere Hilfte der Ein-
heitskugel (Kugel mit Radius 1) mit Mittelpunkt im Ursprung.

b)
x Y
Vi(x,y)=— ,
f(x,y) (\/1_x2_y2 \/l—xQ—yQ)
c)
T 1 0
Ty f@yGr = y + v |v € span o |, 1
f(z,y) Ouf Oy f
T 1
= Y + v |v € span 0 :
/T— 22 — 2 = _
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