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Aufgabe 9: Berechnen Sie folgende Integrale mit Hilfe partieller Integration:

™

a) /e‘”sin(Sx)dx, b) / sin® x d
0

0

™ ™
c) / sinfzdr, d) / sin? z cos® x de .
0

—T

LOSUNG:

a) [e”sin(3z) dz = (e + 1). Denn: Partielle Integration mit
0

flx) =€, f'(x) =¢", g(x) =sin(3z), ¢'(x) = 3cos(3x)

ergibt:

o\:\

e”sin(3z) dr = €"sin(3x)|j — 3 / e cos(3z) dx
0

= €"sin(37) —e”sin(3 - 0) -3 / e’ cos(3x) dx
—— ——

=0 =sin(0)=0 0

™

= —B/ex cos(3z) dx

0

s

= —3¢e” cos(3x)|5 — 9 / e”sin(3x) dx (%)
0

= —3e" cos(3m) +3e%cos(3-0)—
=cos(m)=—1 =cos(0)=1

™

9/6‘” sin(3x) dx

0
7r

= 3("+1)— 9/676 sin(3z) dz.

0
T

= 10/6“8111(3:6) dr = 3(e"+1). = Beh!!
0

(*) Partielle Integration mit: f(z) = e, f'(z) = €, g(z) = cos(3z), ¢'(z) =
—3sin(3z).



b) [sin*zdx = %’T. Denn: Partielle Integration mit
0

f(z) = —cosx, f'(x) =sinz, g(z) =sin’z, ¢'(z) = 3sin’ rcosx
ergibt:
m K
/sinxsin3xdx = —coszsin®z[] —}—3/COSQIIJSiIl2:L‘dIL'
0 0

= 3/c082xsin2x dx (da sin0 = sin7 = 0)

0

= 3/(1 — sin® 7) sin” z dw (cos®z +sin’x = 11)

0
T 7r

= S/Sinzxdx—B/sinA‘a:dx.

0 0
T

= sinzxdr = g/sin2xdx.

\:\

0 0
™ ™
/ sin? x de = / sinzsinx dx
0 0

K
= —cosxsinx|g+/cos2xd:c
0

™

= /COSQJZdI' (—cosxsinz|j =0, da sin0 =sinm = 0)

0
™ ™

= /1dm—/sin2xdx
0 0
= W—/sin2:vdx.
0
= /SiDQLEd{E = g, und /Sin4xdx:é—l~g:§.
0 0
¢) [sin®zder = 0, da f(x) = sin’z ungerade ist: f(—z) = [sin(—2)]® =

—T

[—sina]® = —sin® z = — f(z).



d) Nach b) gilt (Zwischenergebnis dort):

™ ™ 1 3
.92 2 -4
dr = dr=—- — = —.
/sm X COsS™ X ax /sm T ax 3% 3

0 0

Wl

Aufgabe 10: Berechnen Sie die Integrale:

™

a) [sinzcosxdx
0

1

b) [ U de
0
1

¢) [a?edx
0

LOSUNG:

™

/sinxcosxdm =

! L A
2 2 |, 2\ 2 2/

N[ —

r 1 —cos?
/sin?xd:v _ o o8y
0

=]

1 1
(1—x)? 2 o (1
0 0

1
/x2exdx = :EQex’(l) - /Qxexdm =e— (2ze”)|y + /Qemdx =e—2
0 0 0

Aufgabe 11: Berechnen Sie mit der Methode zum Integrieren rationaler Funktionen,
die in der Vorlesung beschrieben wurde, die Integrale

20 — 1 20 — 1
a)/—iL——m,tﬁ/—;i——dm
24+2—6 x2 — 20 + 2
LOSUNG:

a) Der Nenner des Integranden lisst sich schreiben als

2+ —6=(v+3)(r—2).



Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung sieht also wie folgt aus

20— 1 A B

(x4 3)(x —2) a:—2+a:+3

2e—1 (z—2)B 2.-2—-1 3
= A = — = =,
r+3 r+3 s 2+3 )
B - 20 -1 (z+3)A 2 (=3)-1 =TT
- \z-2 r—2 J|,_, —3-2 -5 5
also:
3 1 +z I 3@+3)+7(z—-2)  1W0zx-5  2z-1 v
5 x—2 5 x+3  5x—-2)(x+3)  5(2+x—-6) 22+x—-6

Damit folgt

2z — 1 3 1 7 1
2—dx = - + - - dx
x> +x—06 5 z—2 5 x+3

3 7
= glog|x—2|+glog|x—|—3|.

b) Der Nenner lésst sich schreiben als
-2 +2=2"-20+1+1=(z—-1)+1
Da die Ableitung des Nenners wie folgt aussieht
(2 =22 +2) =27 — 2,
lasst sich das Integral am giinstigsten wie folgt umschreiben:
/%dw = /%dm—i—/mdﬂ
Da sich

2(x — 1) dz 2
/md$ = [ = =loglel =log((z ~ 1)* + 1)

mit der Substitution z = 1+ (x — 1)?, dz = 2(x — 1) dz ergibt, und

/d—$ = / dz = arctan z = arctan(x — 1)

1+ (x—1)2 1+ 22

mit Hilfe der Substitution z = x—1, dz = dx folgt, ergibt sich als Gesamtlosung

2z — 1
/—la _5621, o do =log((z — 1)* + 1) 4 arctan(z — 1).



Aufgabe 12: Zwischen geographischer Breite B und reduzierter Breite 3 besteht der

Zusammenhang
B = arctan(v'1 — €2 tan B),
wobei e =4/1 — (2)2 die numerische Exzentrizitat des Erdellipsoids mit

Halbachsen a und b ist.

Entwickeln Sie die Differenz 3 — B nach & mit einem Fehlerterm O(e?).
Anleitung: Betrachten Sie den Zusammenhang als Verkettung zweier
Funktionen

f(w) = arctan(w),
w(e) = V1 —e2w,

wy = tan B = w(0).
e Entwickeln Sie 8(w) um wy bis zum Fehlerterm O(Jw — wy|?).
e Entwickeln Sie w(e) um den Punkt 0 bis O(e?).

e Setzen die beiden Entwicklungen zusammen, um eine Darstellung
von 3 — B = f(w(e)) — f(wp) zu erhalten.

LOSUNG:
. 1
—arctanx = ——
dx 1+ a2
Entwickeln wir die Funktion f(w) um wy so erhalten wir also
1
f(w) = arctanw = arctanwg + 5 (w — wp) + O (Jw — wo|?)
1+ wg
Nun betrachten wir w(e) = /1 — €2wy.
€
w'(e) = — w
) Vi—e '
1
w”(€> = = 3 Wo
(1— e
3
w///(e) — _ € . wo
(1-e)

Nun ist
S — B = p(w(e)) — B(wy) = arctanw(e) — arctan wy

_w(e) —wo R
~ L O(fu(e) — ),
€2
'U)(E)-’U)O = _§w0+0(€4)

2
= 5 tan B + O(e*)



Insbesondere ist w(e) — wy = O(?).

Die Entwicklung der Differenz 3— B nach Potenzen von € mit einem Fehlerterm O(e?)
sieht also wie folgt aus

—< tan B + O(é*)
f=B = g H2wE —wl)

€ tan B A
B (_§> 1 + tan® B 0.




