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Aufgabe 30: In dieser Aufgabe diskutieren wir ein Beispiel, bei dem die Diagonali-
sierung von Matrizen es uns erlaubt, eine explizite Formel anzugeben
fiir die Berechnung von Gliedern einer Zahlenfolge, die eigentlich durch
eine iterative Vorschrift beschrieben werden. Wir betrachten dazu eine
Zahlenfolge dhnlich den Fibonacci-Zahlen.

rog=0 1 =1,
Tpt1 = Tp+ 22,4 firn=20,1,2,...
Dies fiihrt auf die Zahlenfolge: 0,1,1,3,5,11,21,....

Um nun eine explizite Formel fiir die x,, angeben zu konnen, stellen wir
die Iterationsvorschrift als Matrixoperation dar:
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Um nun A" direkt zu berechnen berechnen, diagonalisieren wir A. Gehen
Sie wie folgt vor:

a) Berechnen Sie die Eigenwerte der Matrix A.

b) Zeigen Sie, dass der Vektor <

Tipp: Rechnen Sie im Folgenden so lange wie moglich mit der
Variablen \; und nicht mit den Werten von ;.

)ii ) ein Eigenvektor zum Eigenwert

c¢) Diagonalisieren Sie die Matrix A.
d) Berechnen Sie A™.

e) Geben Sie eine Formel fiir y,.; und dadurch fiir z,, an.
LOsuUNG:
a) Die Eigenwerte lauten 2 und —1.

b) Beweis durch nachrechnen.

c¢) Fiir die inverse Matrix einer 2 x 2 Matrix B = ( Z Z ) gilt
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Aufgabe 31: Berechnen Sie die Singuldrwertzerlegung der Matrix
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Berechnung der Eigenwerte der Matrix A” A:

P(\) = det (ATA — A1) = det (
P(A) =0
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Berechnung der Eigenvektoren der Matrix AT A:

T (21 21\ (@ _ [0
(474 181”‘(2727)(:52)_(0)
= 27(1’1 + .772) =0 & x1=—29

= \/Li ( _11 ) ist normierter Eigenvektor der Matrix A” A zum Eigenwert 18.

(ATA—72]1)JZ:<_2277 _2277) (2)2(8)

= “2Mx14+27Tx9=0 <& 21 =129

= \/Li ( 1 ) ist normierter Eigenvektor der Matrix A7 A zum Eigenwert 72.
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Die letzte Spalte der Matrix U berechnen wir, indem wir einen Vektor suchen, der
senkrecht auf den ersten beiden Spalten von W steht und zudem Norm eins hat.

%Ul — %Ug — §U3 =0
—%ul + %UQ - %Ug = 0
& U — 2up —2uz3 = 0
—2u1 + Ug — 2U3 =0
& up — 2ug —2uz = 0
—3U2 — 6U3 =0 21+ 11
& U = 2ug — 2us
U9 = —2U3
= U = 2(—QU3) + 2ugz = —2us
Ug = —2’LL3
Wir wéhlen z.B. us = 1 und berechnen dann u; = us = —2, anschlielend normieren
wir den Vektor
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Aufgabe 32: Thema: Positiv definite Matrizen
Sei A eine symmetrische n x n Matrix. Welche Aussagen sind richtig?
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a) Gilt det A > 0, dann ist A positiv definit. ja O nein [
b) Ist A positiv definit, dann gilt det A > 0.  ja O nein [J

c) Hat das homogene System Az = 0 eine nichttriviale Losung, dann
ist A nicht positiv definit. ja O nein [

d) Ist A positiv definit, dann ist das Gleichungssystem Axr = b fir
alle b € R" eindeutig losbar. ja nein [

LOSUNG: Die Antworten lauten:

a) Nein! Beispiel: A = < _01 _01 >

b) Jal Da die Matrix A positiv definit ist, sind alle ihre Eigenwerte grofer Null.
Da die Determinante von A sich schreiben 148t als das Produkt der Eigenwerte
von A ist auch die Determinante grofier Null.

c) Ja! Wenn das homogene System Az = 0 eine nicht triviale Losung hat, sind
die Spalten von A linear abhéngig. Daraus folgt, dass die Determinante von A
gleich Null ist und somit muss mindestens ein Eigenwert von A gleich Null sein,
so dass die Matrix nicht positiv definit sein kann.

d) Jal Wenn die Matrix A positiv definit ist, gilt det A # 0. Daraus folgt A ist
invertierbar und somit ist das Gleichungssystem eindeutlich 16sbar.

Aufgabe 33: Sei A € R™" eine quadratische Matrix.

a) Wenn A orthogonal ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich 1.
ja nein [

b) Wenn A orthogonal ist, sind die Singuldrwerte von A gleich den
Eigenwerten von A. ja nein [

c¢) Wenn A orthogonal ist, sind die Singuldrwerte von A gleich den
Eigenwerten von AT A. ja nein [

d) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich 1.
ja nein [J

e) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich den
Eigenwerten von A. ja nein [J

f) Wenn A symmetrisch ist, sind alle Singuldrwerte von A gleich
den Betrédgen derjenigen Eigenwerte von A, die ungleich Null sind.
ja nein [J



LOSUNG:

a) Ja! A orthogonal = AAT = 1 = die Eigenwerte von AAT sind gleich 1 = die
Singuldrwerte von A sind gleich v/1 = 1

b) Nein! Die Matrix A = —1 ist orthogonal und ihre Eigenwerte sind —1. Da in
diesem Fall AT A = 1 gilt, sind die Singulirwerte von A jedoch gleich 1.

c¢) Jal Die Singuldrwerte von A ergeben sich aus den Wurzeln der Eigenwerte von

ATA =1 und v1=1.

d) Nein! Betrachten Sie die Matrix A = 21. Da in diesem Fall AT A = 41 gilt, sind
die Singuldrwerte von A gleich 2.

e) Nein! A symmetrisch = A = AT
A
= AAT = A =UDU" =U Ut
)\2
= Fiir die Singuldrwerte o; von A gilt o; = \/A\? = |\;| (siehe auch b))
f) Jal Begriindung siehe oben.

Aufgabe 34: Thema: Singulidrwertzerlegung und assoziierte Unterrdume
Sei A eine m x n Matrix mit Rang » und A = UDVT ihre Singulirwert-
zerlegung. Welche der folgenden Aussagen sind richtig bzw. falsch?

a) Der Spaltenraum von A wird von den ersten r Spalten von U
aufgespannt. ja g nein [

b) Jeder Vektor y im Kern von AT steht senkrecht auf jeder Spalte
von A. ja nein [

¢) Der Kern von AT wird von den letzten n — r Spalten von U auf-
gespannt. ja nein [J

d) Der Spaltenraum von A? wird von den ersten r Spalten von V/
aufgespannt. ja nein [

e) Der Kern von A wird von den letzten m — r Spalten von V' aufge-
spannt. ja nein [
LOsuNnaG: Die Antworten lauten:
a) Jal

b) Jal

)
c¢) Nein! Der Kern von AT wird von den letzten m —r Spalten von U aufgespannt.
d) Jal

)

e) Nein! Der Kern von A wird von den letzten n — r Spalten von V' aufgespannt.



