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Aufgabe 35: Geben Sie eine Lipschitzkonstante fiir die Funktion

flty) =t +y* bagly
im Gebiet -2 <t <2, 0<y <5 an.

LOsuNnG: 1. Moglichkeit: Die Funktion f ist stetig differenzierbar und es gilt

of

of

Mit dem Mittelwertsatz der Differentialrechnung lassen sich alle Differenzenquotien-
ten von f bzgl. y abschétzen. Damit folgt, dal L = 10 Lipschitzkonstante fiir f im
gegebenen Gebiet ist. (Siehe auch Vorlesung: lokale Lipschitz-Stetigkeit differenzier-
barer Funktionen)

2. Moglichkeit: Es gilt

|ft ) — Ft )] = |y —v3l = lyi + el [y — vo| < (Jva] +lyal) [y — v2| < 10|y — val,

da y1,y2 € (0,5).

Aufgabe 36: Betrachten Sie die folgende Differentialgleichung

v =yl

a) Uberpriifen Sie, dass mit y(z) auch §(z) = —y(—2) Losung der
Gleichung ist.

2
b) Uberpriifen Sie, dass: yo(z) = @ fir + > —C positive

Losung ist.

Gibt es mehr Losungen?

c¢) Uberpriifen Sie, dass fiir a < 0 < b

AT
%, firx >0
Yap(z) = 0, fira<z<b
2
—%, firx <a

Losung der Differentialgleichungen zu den Anfangsdaten y(0) = 0
ist.

Warum steht das nicht im Widerspruch zum Satz von Picard-
Lindelof aus der Vorlesung?

LOSUNG:



7 == (y(-2)) = ~(~y'(~2) = y'(~2) = VIy'(-2)| = VI-y'(=2)| = V4l

s e (My:xzcz (x+40)2 VTl

(C—x)?

Ya, y = 0 fiir x € R und go(z) = — fiir z < C sind Losungen.

¢) Fiir  # a und x # b, siehe Teil b).
Die Funktion y,;(x) ist stetig und differenzierbar an = = a:

— )2 _
lim—(x a) = 0 und lim—w &:0
z—a 4 z—a
Gleichfalls fiir x = b:
_ h)2 _
o P g md i P = o
z—b z—b

An der Stelle z = 0, y,,(0) = 0. Weil die Funktion y/|y| nicht Lipschitz-stetig
in einer Umgebung von y = 0 ist, die Bedingugen aus dem Satz von Picard-
Lindelof sind nicht erfiillt.

Aufgabe 37: Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung
Y=y,
a) mit der Anfangsbedingung y(0) =0, y(0) =1,
b) mit der Anfangsbedingung y(0) =1, y(0) =0,

indem Sie die Differentialgleichung umschreiben in ein (zugehoriges)
Differentialgleichungssystem erster Ordnung, auf welches Sie dann das
Picard-Lindel6f’sche Tterationsverfahren (Diagonalisierung) anwenden.

LOSuUNG:

Um die Differentialgleichung zweiter Ordnung umzuschreiben in ein Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung setzen wir

0=yY=2

Z1=y=Yy=20

5 20 _ Z'O _ Z1 _ 01 20 _ AZ
Z1 Z1 20 1 0 21
zu l6sen! Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung durch

2(t) = A0 5 (1)

20 =Y, 21 =Y =

Also ist

gegeben ist. In unserem Fall gilt t, = 0 und in (a) 2(0) = ( ? ) sowie in (b)

2(0) = ( (1) ) Dadurch ergeben sich die Losungen



. y 01
Wie sicht e*? fiir A = 10 aus?
Um diese Frage beantworten zu kénnen, diagonalisieren wir die Matrix A und starten

mit der Berechnung der Eigenwerte:

det(A—A1) = 0

)1
() -
-1 =0

=
& A = —1 oder 1

Anschlieend berechnen wir die Eigenvektoren zu den Eigenwerten von A:
T . 0
a2 - (1
o 11 T 0
11 ) 0
=

rKT = —T9

Zum Eigenwert —1 ergibt sich also ein Eigenvektor - < 1 )

vz \ —1
I . 0
a-( )=
o -1 1 T o 0
1 —1 i) o 0
= Ty = T2

Zum Eigenwert 1 ergibt sich also ein Eigenvektor \/Lﬁ ( 1 )

Insgesamt erhalten wir

R EDICHE

Aus der Vorlesung wissen wir



Alternativ kann man e fiir A = <(1) (1)) auch wie folgt berechnen:

,» (0 1\ /0 1\ (1 0\
2= (00 o)=(6 1) =
AP = AA’=A-I=A
A' = A A=A - A=A’=1
AP = A A'=A-I=A
Induktiv:
A = T=A’=A"= . = A" = AP
Al = A=A3=A"=. =A% firk=0,1,2,3,...

‘A 00 tk‘ ) 0 tQm 00 t2m+1
= et = ) A= (Z (m)!)”(zm)A

m=0

= coshtI +sinhtA = (COSht Slnht)

sinht cosht

Insgesamt erhalten wir folgende Losungen
. (1) = cosht sinht 0\ (sinht
~ \sinht¢ cosht) \1)  \cosht
= y(t) = sinht
. (1) = cosht sinht 1\  [cosht
A= \sinht cosht/) \0) = \sinht
= y(t) = cosht

Aufgabe 38: Bestimmen Sie die Losung der Differentialgleichung

y=2y+y

mit der Anfangsbedingung y(0) = 1, ¢(0) = —1, indem Sie die Diffe-
rentialgleichung umschreiben in ein (zugehoriges) Differentialgleichungs-
system erster Ordnung, auf welches Sie dann das Picard-Lindel6f’sche
[terationsverfahren (Diagonalisierung) anwenden.

LOSUNG:

Um die Differentialgleichung zweiter Ordnung umzuschreiben in ein Differentialglei-
chungssystem erster Ordnung setzen wir

Zo=Y=2

21=Y=2y+y=22+2x

=(2)-()-6 )~

20:=1Y, 2 =1y =

Also ist



zu l6sen! Aus der Vorlesung wissen wir, dass die Losung durch
2(t) = A1) 5 (¢)

1

1 ) Dadurch ergibt sich die

gegeben ist. In unserem Fall gilt ¢y = 0 und 2(0) = (

Losung z(t) = e'A (_11) Zur Berechnung von e diagonalisieren wir die Matrix A:

det (A — A1) =

0

A1
(2 1—)\> =0
NoA-2 = 0
A= 2

te 0

Zum Eigenwert 2 ergibt sich ein Eigenvektor ( L ), Zum Eigenwert —1 ergibt sich

2

ein Eigenvektor ( _11 )

(22 ) (5 2)) (5 ) ()

eA2(0) =

Also y(t) = e™".



