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In der kommenden Woche werden die Aufgaben 5-8 in der Ubungsstunde
gemeinschaftlich erarbeitet. Wie iiblich abgeben miissen Sie die Aufgaben 1-4.

Aufgabe 1 (6 Punkte). Es sei X C R? eine Menge mit int(X) # (). Geben Sie
ein Beispiel an mit 0X # 9(cl(X)), wenn X nicht konvex ist.

Aufgabe 2 (6 Punkte). Es sei f : X — R konvex. Dann gilt fiir alle \; >
0,2, € X,i=1,...,mmit Y ;" \; = 1 stets

f (Z )\iIi) < Z)\zf(xz) (1.1)

Aufgabe 3 (6 Punkte). Geben Sie eine konvexe Funktion x — h(x) an, so daf
h=1(0) nicht konvex ist. Finden Sie gerne ein Beispiel, das sich von der Vorlesung
unterscheidet.

Aufgabe 4 (6 Punkte). Es seien 2* € R? und ¢ > 0. Zeigen Sie, daff die Kugeln
B.(z*) und cl(B.(z*)) konvex sind, aber 0B.(x*) nicht konvex ist.

Aufgabe 5 (0 Punkte). Essei A : R" — R™ affin linear, C C R” und D C R™.
Zeigen Sie:

a) A(C):={A(x): x € R"} ist konvex, wenn C' konvex ist.
b) A™YD) :={z € R": A(z) € D} ist konvex, falls D konvex ist.

Aufgabe 6 (0 Punkte). a) Esseien X,Y C R™ konvexe Mengen. Zeigen Sie,
daf ihre Minkowski-Summe X +Y :={z =z +y |z € X,y € Y} konvex
ist.

b) Essei K C R"xR™ konvex. Dann ist K := {z € R" | (z,y) € Kfiir ein y € R™}
auch konvex.

Aufgabe 7 (0 Punkte). Beweisen Sie den Satz von Caratheodory: Jeder Vektor
2 aus der konvexen Hiille einer Menge X C R? lift sich als Konvexkombination
von hochstens d + 1 Elementen aus X darstellen.

Hinweis: Nach Lemma 1.18 der Vorlesung existiert eine Darstellung z = > 7" | \ix;
fiir ein m € N. Zeigen Sie als Induktionsschritt, daf sich fiir m > d 4 2 diese Dar-
stellung um ein Element auf eine Summe von m — 1 Elementen reduzieren lafst.



Aufgabe 8 (0 Punkte). Es seien X C R? nichtleer und konvex sowie f; : X —
R,7=1,...,m konvex. Fiir a; > 0,7=1,...,m ist auch

f(z) = Zaifi(flf) (1.2)

konvex. Falls sogar eine der Funktionen strikt konvex ist, dann ist es auch f.
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Aufgabe 9 (6 Punkte). Es sei X C RY nichtleer, abgeschlossen und konvex.
Dann gilt

Bx(y) — Px (o) < lly — =z fiir alle z,y € X, (2.1)
d.h. der Operator x — Py () ist lipschitzstetig und beschrinkt.

Aufgabe 10 (6 Punkte). Bestimmen Sie zunéchst grafisch, dann rechnerisch
fiir den zulédssigen Bereich X = {x € R? | g(z) < 0} jeweils den Tangentialkegel
Tx(y) und den linearisierten Tangentialkegel Tpi,(y) im Punkt y. Geniigt y den
Regularitatsbedingungen von Abadie?

a) g(z) = (v2 — 27, —z2)", y = (0,0)".
b) g(z) = (23 — 21+ 1,1 —z; —22)T, y = (1,0)7.

Aufgabe 11 (6 Punkte). Sei v : (0,1) — R? ein stetig differenzierbarer Weg
ohne Uberkreuzung in cl(y(0,1)) mit 7" # 0. Dann ist Tx(x) identisch mit der
Tangente an die Kurve in z = ~(¢) fiir jedes t € (0, 1).

Aufgabe 12 (6 Punkte). Stellen Sie die KKT-Bedingungen fiir die folgenden
Optimierugsprobleme auf:

a)
flz,y) = (x = 3)* + (y — 2)* = min
z7y
mit den NB 22 + y2 <5,
r+y <3, (2.2)
x>0,
y > 0.
b)

f(z,y) = 22* + 22y + 3* — 202 — 20y — min
x7y

mit den NB 22 + y2 <5, (2.3)
6x 4+ 2y < 9.
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Aufgabe 13 (6 Punkte). Sei A € R”*". Dann ist entweder das System
Ad <0 (3.1)

16sbar, oder das System
ATA=0,A>0,A#0 (3.2)

hat eine Losung.
Hinweis: Lemma 1.41 (Farkas)

Aufgabe 14 (6 Punkte). Fiir gegebene Funktionen f; : R — R betrachten Sie
das Optimierungsproblem

=1

- 3.3
mit den NB inzl, (3:3)
i=1
r; >0 firalleie{1,...,n}.
Sei & = (Z1,...,%,) eine Losung. Aufgenommen, dass fiir alle 1 € {1,...,n} die
Funktion f; im Punkt z; differenzierbar ist. Zeigen Sie: Es existiert o € R mit
! 57@ > a,
- fi )~_ (3.4)
(fi(@:) —a)z; =0
fir alle i € {1,...,n}.
Aufgabe 15 (6 Punkte). Betrachte das Optimierungsproblem
. L,
min o3 — Sy
mit den NB x5 + 29 + x% >0, (3.5)
T3 — To + mf >0,

Sei z* = (0,0,0)T.

e Gibt es zu z* Lagrange-Multiplikatoren \* € R3 derart, dass (z*, \*) den
KKT-Bedingungen geniigt?



e Welche der Regularitdtsbedingungen Abadie CQ, MFCQ, LICQ sind erfiillt?

e Von welcher Art ist der Punkt x*?

Programmieraufgabe 1 (10 Punkte). Implementieren Sie das Newton-Verfahren

zur numerischen Lésung des Problems F(z) = 0, wobei F : R? — R?, fiir d = 2, 3.

Algorithmus: Newton-Verfahren
Input: F:R%+— R,
z© e RY,
Tmax € N,e >0
Dk 0,
while k < ., and Hr(k)H > ¢ do
W® e F(p),
Lése W(k)q(k) e r(k)’
aj(k+1) < a’;(k) + q(k)7
k< Fk+1,
8: r#) = —F(z®).
9: end while

Das lineare System im Schritt 5 soll mithilfe der Cramerschen Regel gelost werden.
Testen Sie Thre Implementierung mit zo = (1,2, 3), um eine Losung des Systems

=204y —2+1=0,
vy —r—3y+yz+2=0, (3.6)
122 =324y +ay=0

ZU approximieren.
Die Bearbeitung erfolgt in Zweiergruppen. Abgabe innerhalb der Woche 14.05.—

18.05.2018 in den beiden CIP-Pools. Bitte tragen Sie sich rechtzeitig im CIP-Pool
in die Abgabeliste fiir diese Vorlesung ein.
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Aufgabe 16 (6 Punkte). Sei L : R” — R™ linear und f : R” — R konvex und
beschréankt. Wir definieren einen neuen Operator f +— Lf durch

(L)) == mf{f(y) | Ly = x}. (4.1)

Zeigen Sie, dals (Lf)(z) konvex ist.

Aufgabe 17 (6 Punkte). Zeigen Sie, dafs die Regularitatsbedingung Abadie-CQ
nicht die Regularitatsvoraussetzung MFC(Q impliziert.

Aufgabe 18 (6 Punkte). Gegeben seien die Funktionen f : R? — R und £ :
R? — R mit
flz,y) =2 —y* und h(z,y) =2+ ¢ (4.2)

Lésen Sie das nichtlineare Optimierungsproblem
f(z,y) = min! auf M :={(z,y) € R*: h(z,y) = 4} (4.3)

unter Verwendung von Bedingungen erster und zweiter Ordung.

Aufgabe 19 (6 Punkte). Zeigen Sie unter den Voraussetzungen von Satz 1.70
(konvexe Ungleichungsnebenbedingungen, affin-lineare Gleichungsnebenbedingun-
gen)v daf Etrict(«r*) - TX(JI*)
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Aufgabe 20 (6 Punkte). Gegeben seien die Funktionen f : R* — R und g :
R? — R? mit

-2
flz,y) =a* +y* —6x —4y und g(x,y) = <:c—z|/—y—3>' (5.1)

Losen Sie das nichtlineare Optimierungsproblem
f(z,y) = min! auf M :={(z,y) e R*: g(z,y) <0} (5.2)

unter Verwendung der KKT-Bedingungen.

Aufgabe 21 (6 Punkte). Seien g : R — R und h : R? — R konvexe und
beschrénkte Funktionen. Wir definieren einen neuen Operator (g,h) — (g0 h)
durch

(gOh)(z) = irylf{g(w —y)+h(y)}. (5.3)

Zeigen Sie, dals (g h)(z) konvex ist.
Hinweis: Aufgabe 16.

Aufgabe 22 (6 Punkte). Wir betrachten eine Variante des Newton-Verfahrens
zur Minimierung einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : RY — R. Sei
dazu 2* € R? ein stationdrer Punkt von f, d.h. Vf(z*) = 0. Nun soll die folgende
quadratische Naherung an f minimiert werden:

(@) = ) + V)T (@ = 2®) + 5o = 2O T ) @ - o),

wobei (¥ den aktuellen Iterationspunkt bezeichnet. Man erhilt folgenden
Algorithmus 1 (Lokales Newton-Verfahren fiir stationdre Punkte).

1: Wihle 29 € R, € > 0, setze k := 0.

2: Ist |V f(z®)||, < e STOP.

3: Bestimme d®) € R? durch Losen des linearen Gleichungssystems

V2f(@®)d®) = v f(z®). (5.4)

4: Setze 2+ = p®) 1 d®) k= k + 1 und gehe zu Schritt (2).
Sei nun V2 f(z*) regulér. Ferner sei V2f lokal Holder-stetig, d.h. es ist

IV2f(2) = VEF)ll < Kllz — yl* (5.5)



fiir alle z,y € R? aus einer hinreichend kleinen Umgebung von z* und ein festes
a € (0,1] (fiir & = 1 erhdlt man wieder die lokale Lipschitz-Stetigkeit). Zeigen
Sie, dass unter diesen Voraussetzungen ein ¢ > 0 existiert, so dass fiir jedes (9 €
Bs(x*) gilt:

a) Algorithmus 1 ist wohldefiniert und erzeugt eine gegen x* konvergente Folge
(=)
x\™).

b) Es existiert eine Konstante ¢ > 0 mit || — 2*|| < ¢|lz® — z*||***. Im
Spezialfall & = 1 ergibt sich also wieder die schon bekannte quadratische
Konvergenz.

Programmieraufgabe 2 (10 Punkte). Betrachten Sie das Optimierungpro-
blem

f(z) = min
rER (5.6)
mit den NB  hj(z) =0, j=1,...,n

In diesem Fall ist die Lagrange-Funktion gegeben durch
Lz, p) = f@) + (uh(z)) = f(x) + ) pihy(e) (5.7)
j=1

und die KKT-Bedingungen lauten

O(z,pu) =0 mit P(x,p) = { Vm}f((;), 2 } . (5.8)

Um das nichtlineares Gleischungssystem ®(z, 1) = 0 zu lésen, verwenden wir das
Newton-Verfahren. Dann erhalten wir den folgenden

Algorithmus: Lagrange-Newton Verfahren
Input: @ : R x R™ — R? x R™ (wie in definiert)

(20, u @) € R? x R”,
Tmax € N,e >0

1: Setze k <0

2: while k < iyax and || ®(z®), u®)| > e do

3: Setze W®) « &' (z(*) 1, (*))

4: Lose das lineare Gleichungssystem

Ax(k)
e {Aw] — _g(a®), )

5: Setze

und k£ +— k+1
7. end while

>
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Programmieren Sie so, dass d und n einfach gedndert werden kénnen. Vermeiden
Sie mehrfache Auswertungen von ® etc. an derselben Stelle.

Das lineare System im Schritt 4 soll mithilfe der LAPACK Subroutine dsysv
gelost werden. Testen Sie Thre Implementierung w.a. mit (¥ = (2,0.5,2)7 und
p©® =(0,0)T, um eine Losung des Optimierungproblems

1000 — x% — 233% — x% — 1Ty — X1T3 — min
(z1,22,23)€R3

mit den NB 2% + 23 + 23 = 25,
8.7)1 — 14.T2 — 7]33 =56

ZUu approximieren.

Die Bearbeitung erfolgt in Zweiergruppen. Abgabe innerhalb der Woche 4.06.—
8.06.2018 in den beiden CIP-Pools. Bitte tragen Sie sich rechtzeitig im CIP-Pool
in die Abgabeliste fiir diese Vorlesung ein.
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Aufgabe 23 (6 Punkte). Sei 8 € R konstant. Betrachten Sie das Optimierungs-
problem

3 2
(xl——> + (22 — B)* = min

2 (w1,22)ER2
mit den NB 1 — 27 — 25 > 0,
1—21+29,>0,
1+x —29 >0,
1+x1 +29>0.

(6.1)

(a) Fiir welche Werte von f3 erfiillt 2* = (1,0)" die KKT-Bedingungen?

(b) Zeigen Sie, dafs fiir § = 1 nur die erste Ungleichungsbedingung aktiv in der
Losung ist. Finden Sie diese Losung.

Aufgabe 24 (6 Punkte). Seien Q € R%¢ symmetrisch, positiv, definit und
ai,b; € R fiir i = 1,...,m, j = 1,...,n linear unabhéngig. Zeigen Sie, daf die
einzige Losung des linearen Gleichungssystems

Q A B Ax 0
AT 0 0 Al =10 (6.2)
BT 0 0 [ 0

(Az, \, )" = (0,0,0)7 ist.

Aufgabe 25 (6 Punkte). Seien A € R™*" eine Matrix mit vollem Zeilenrang
und b € R". Formulieren Sie das Problem, die kiirzeste Entfernung von einem
gegebenen Punkt zy € R™ zu der Hyperebene {z | Az = b} zu finden als eine
restringierte quadratische Optimierungsaufgabe. Finden Sie den optimalen Mul-
tiplikator p* und die Losung z* dieser Aufgabe.

Aufgabe 26 (6 Punkte). Betrachten Sie den Algorithmus 1.110. Angenommen,
™) ist zuldssig und der Punkt z*) + Az nicht. Zeigen Sie, daf der Punkt
z® + 7. Az® mit

o — a) o® , {ai —a 2
—————— =mi

T =
k a Az*)

)
a, T

zuléssig ist.
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Aufgabe 27 (6 Punkte). Angenommen, daf z; = j fiir 7 =0,1,2,3 und
P()l([[‘) =2r + 1, POQ(ZL') =x+1 und P123(2.5> = 3. (71)

Bestimmen Sie P0123(5/2>.

Aufgabe 28 (6 Punkte). Bestimmen Sie das Hermitesche Interpolationspoly-
nom P fiir die Funktion f, gegeben durch f(z) := cosz, unter Vorgabe von Funk-
tionswerten und ersten Ableitungen an den Stellen 0, § und 7. Demonstrieren Sie
dabei die Vorberechnung des dividierte-Differenzen-Schemas.

Aufgabe 29 (6 Punkte). Mithilfe von Induktion nach r, zeigen Sie, daf
i+r

fltis s tipr] = Z a; f7I(t;) und  ai, # 0, (7.2)
=i

wobei s; die Vielfachheit von ¢; in {t; < ... <t;} ist.

15



Programmieraufgabe 3 (10 Punkte). Implementieren Sie die Hermite-Inter-
polation. Als Eingabe bzw. hart einprogrammiert soll das Programm von den
Parametern k& (Anzahl verschiedener Stiitzstellen —1), den Vielfachheiten n; fiir
1 =0,...k und den zu interpolierenden Werten f;, i = 0,...n, ausgehen.

Teilen Sie Thr Programm auf in eine Funktion zum Berechnen der dividierten
Differenzen nach dem rekursiven Dreiecksschema, die einmalig benutzt wird, und
eine Funktion zum Auswerten des Interpolationspolynoms per Horner-Schema an
beliebiger Stelle x, die wiederholt aufgerufen werden kann.

Fiithren Sie damit folgende Anwendungsbeispiele vor.

1. Wéhlen Sie die kubische Hermite-Interpolation £ = 1, n;, = 2, z; = .
Setzen Sie fiir [ = 0,1, 2,3 nacheinander (h;); = 0;;, um die vier Hermite-
Standardpolynome h;(z) zu erhalten. Geben Sie fiir jedes davon 19 gleich-
verteilte Auswertungen aus und {iberpriifen Sie grob die Interpolationsbe-
dingungen.

2. Interpolieren Sie die Funktion

fla) = {O’ r<b (73)

11—z, x>0

auf dem Intervall [—1, 1]. Verwenden Sie dazu 8 Bedingungen in den folgen-
den zwei Varianten.

e Aquidistante Funktionsauswertungen zwischen —1 und 1.

e Drei Teilintervalle [—1,—1/3], [-1/3,1/3], [1/3,1]. Auf jedem ist ei-
ne separate kubische Hermite-Interpolation durchzufiithren, wobei das
Endresultat stiickweise zusammengesetzt wird.

Vergleichen Sie die beiden Interpolationen grafisch, also durch Auswertung
der Interpolation an einer aussagekraftigen Menge von Stellen.

3. Erstellen Sie das Taylorpolynom von sin(z) in x = 0 jeweils zu den Gra-
den 3, 6, und 10 durch allgemeine Hermite-Interpolation und plotten Sie es
zwischen [—8, 87].

Stellen Sie Ihre Ergebnisse grafisch dar. Dazu konnen Sie Paare (¢, P(t)) hinter-
einander ausgeben und z.B. an das Programm gnuplot weiterreichen. Die CIP-
Tutoren helfen Thnen gerne.

Die Bearbeitung erfolgt in Zweiergruppen. Abgabe innerhalb der Woche 18.06.-
22.06.2018 in den beiden CIP-Pools. Bitte tragen Sie sich rechtzeitig im CIP-Pool
in die Abgabeliste fiir diese Vorlesung ein.

16



Einfiihrung in die Numerische Mathematik

Universitiat Bonn, Sommersemester 2018
Prof. Dr. Carsten Burstedde
Stand: 13. August 2018

Ausgabe: 14.06.2018

Blatt 8 Abgabe: 21.06.2018

Aufgabe 30 (6 Punkte). Zu gegeben monoton wachsenden Knoten ¢;, i € Z,
seien B;, die zugehdrigen B-Splines. Zeigen Sie unter Benutzung der B-Spline-
Rekursion

a) Bi,(x) =0 fir x & [t;, tiyr),
b) B;,(z) > 0 fiir alle x € R,
¢) Bj,(x) ist auf jedem Intervall [¢;,¢;1) ein Polynom vom Grad <r — 1.

Aufgabe 31 (6 Punkte). Zu gegebenen Knoten t; = i € Z, selen B;, die
zugehorigen B-Splines. Zeigen Sie

a) Bi1k(x) = B, i(x —1) fiir alle k € N,
b) B;,(z) = / B, ,_1(s) ds fiir alle x € R.
r—1

Aufgabe 32 (6 Punkte). a) Zeichnen Sie fiir ein festes i € Z die B-Splines
B, .(z) der Ordnungen r =1,...,4.

b) Bestimmen Sie fiir die quadratischen B-Splines deren Werte an den Knoten
tx, also B, 3(t) mit k € Z, und verifizieren Sie )., B;3(x) = 1.

c) Geben Sie B;s(x) und B;3(z) in der Darstellung

7 =z < [ti,ti+1>

Bw(x) = 7?7 xe€ [ti+17ti+2> (81)
7 sonst
und
? xr € [tiyti+1)
? € |tit1,t;
Bialw) = { . € leenter) (5.2)
T € [tiyo, tits)
7 sonst
an.

Aufgabe 33 (6 Punkte). Betrachten Sie die Spline-Konstruktion auf A, und
erweitern Sie sie fiir periodische Funktionen mit Glattheitbedingungen p\¥)(a) =
pIOb), -1 <j<lp<r—2.

17



e Wie viele weitere Stitzstellen links von @ und rechts von b miissen wir an-
bauen, und wo liegen sie genau?

e Fir r = 2 identifizieren Sie die Basisfunktionen miteinander, die aus dem

Interval [a, b) herausragen, um die korrekte Dimension n—(ly+1) zu erhalten.

Die Fachschaft Mathematik feiert am 21.06. ihre Matheparty in der N8schicht. Der
VVK findet am Mo. 18.06., Di. 19.06. und Mi 20.06. in der Mensa Poppelsdorf
statt. Alle weiteren Infos auch auf fsmath.uni-bonn.de.
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Aufgabe 34 (6 Punkte). Finden Sie die allgemeine Losung fiir die folgenden
gewohnlichen Differentialgleichungen und die Region in der tu-Ebene, in der eine
eindeutige Losung existiert.

) du_ tu
dt  t+1
du t+u

b _— =

) dt t—u

Hinweis fiir (b): Substitution u = vt.
Aufgabe 35 (9 = 3 + 6 Punkte). Betrachten Sie die AWA

du
0 = ftu®),  u(0) = u. (9.1)

Hier ist 0 = ¢ty < t; < -+ < t,, = T eine Unterteilung des Intervalls [0, T].
Formulieren Sie (9.1) als eine Integralgleichung auf dem Intervall [ty, tx.1] und
approximieren Sie das Integral mithilfe der folgenden Integrationsregeln:

o Trapezregel,

e Simpsonregel.

Setzen Sie die unbekannten Terme u(t; 4 ¢) mit einem passenden expliziten Euler-
Verfahren an. Schreiben Sie jeweils das RK-Tableau fiir die resultierenden Metho-
den auf.

Programmieraufgabe 4 (10 Punkte). Sei F' : R? — R? und uy € R% Im-
plementieren Sie das explizite Runge-Kutta-Verfahren zur Losung der autonomen

GDG
du

St = Fu(),  u(0) =y 92
auf einer Menge an Zeitschritten ¢, = 7k, wobei Sie m und 7 iibergeben. Die
Dimension d > 1 ist ebenfalls ein Parameter. Hier soll die Auswertung von F'(u)
durch einen Funktionsaufruf erfolgen, den Sie geeignet (parametrisiert mit d) ge-
stalten.

e Testen Sie Thre Implementierung, um eine Losung der eindimensionalen

AWA
du 1

() =—5u. u(0)=1 (9.3)

7ZUu approximieren.
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e Betrachten Sie die Bewegung eines Korpers im Schwerefeld eines (wesent-
lich schwereren und unbeweglichen) Zentralkorpers im Ursprung. Die Kor-
per werden als Punktmassen beschrieben. Wir geben Anfangswert und -
geschwindigkeit des leichten Kérpers im Unterraum R? an, damit erfolgt die
gesamte Bewegung im R?.

Die Position des leichten Korpers ist nun eine Funktion der Zeit mit Koor-
dinatenfunktionen u(t) = (x(t), z2(t)). Laut Newtonschem Gesetz erfiillen
sie die folgende Gleichung;:

W) = — 7“@)?; mit () = Va2 F m@F . (9.4)

Die Zahl v € R* ist gegeben (Gravitationskonstante mal Masse des Zen-
tralkorpers), also fiir den Mond z.B. 4.9¢12 in den offiziellen physikalischen
Einheiten. Formulieren Sie als System von GDG erster Ordnung, d = 4,
und nutzen Sie ihre Implementierung, um eine Losung dieses Systems mit
Anfangsbedingungen

21(0)=1—¢, 24(0)=0, 2(0)=0, a5(0)=+/v(1+¢)/(1—¢) (9.5)
zu approximieren (e wahlbar).

Testen Sie das explizite Eulerverfahren und das Heunsche Verfahren 3. Ordnung
wie unten, und versuchen Sie, eine ganze Umdrehung des Korpers zu erfassen
(experimentieren Sie dazu mit 7" und 7). Plotten Sie die Bahn und testen Sie den
Einfluf von 7 auf die Genauigkeit und Rechenzeit.

Die Bearbeitung erfolgt in Zweiergruppen. Abgabe innerhalb der Woche 02.07.—
06.07.2018 in den beiden CIP-Pools. Bitte tragen Sie sich rechtzeitig im CIP-Pool
in die Abgabeliste fiir diese Vorlesung ein.
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Aufgabe 36 (6 Punkte). Zeigen Sie, dafs das Runge-Kutta-Verfahren aus der
Vorlesung dquivalent geschrieben werden kann als

u; = U(k) + 7 Z aijf(tk + TkCj, uj)?
j=1

(10.1)

uF ) = B o Z b f (te + Trey, uy).
J=1

Zeigen Sie weiterhin, dafs Sie die zweite Zeile in die Form der ersten bringen kénnen
mit geeigneten as;1 ; =7. Dies kann beim Programmieren eine Vereinfachung sein.

Aufgabe 37 (1 + 3 + 1 + (2 + 5) Punkte). Ein Runge-Kutta-Verfahren
liefert keine Vorschrift, wie die Losung innerhalb des Intervalls ¢ € (tx_1, t;) aus-
gewertet werden kann. Als Ausweg wurden die stetigen RK-Verfahren entwickelt:

1. Wir ibernehmen die Parameter s, ¢; und a;; eines beliebigen RK-Verfahrens.
2. Wir berechnen die Stufen k; wie bisher.

3. Wir verallgemeinern zu Polynomen b,(z) und machen den Ansatz

u(t) = u® + 7, Z bi(z(t))k;, (10.2)

wobei z(t) = (t — t) /™ € [0,1].

Bestimmen Sie nun die b;(z), indem Sie verlangen, daf das Verfahren exakt ist
fiir die Funktion

u(t) = i vi(t —ty)" und u®) = u(ty). (10.3)

e Begriinden Sie, daf vy = u®.

e Betrachten Se die restlichen v; als beliebig. Dies fiihrt zu s Bedingungen an
die s Polynome b;(z). Geben Sie dieses System an.

e Bestimmen Sie das Polynom b;(z) fiir alle Verfahren mit s = 1.
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e Bestimmen Sie die Polynome fiir die klassischen RK-Verfahren der Stufen
s=2,3:

Nol= O
- O

(e} S
[S—y

[ | DN |
—_
wing DN

Verifizieren Sie, daf die traditionellen Koeffizienten b; = b;(1) erfiillen.

1
6

Aufgabe 38 (0 Punkte). Betrachte die Anfangswertaufgabe
A(t) = —BMA),  Alt) = Ao (10.4)

1. Weisen Sie die exakte Losung nach:
t
A = At esp [ ~ateyar'), (105)
to

2. Was ist die Evolution ®%0? Verifizieren Sie (-5 ®"")A(ty) = f(t, A(t)).

3. Zeigen Sie die Gruppeneigenschaften

ot =1 Pt — (Phtz) 7! Pr2hipiuto = izt (10.6)
4. Fiir Abenteuerlustige: Wiederholen Sie die Aufgabe fiir B’ = ~(t) — 5(t)B.
Ein Baustein der exakten Losung ist [ ~(¢')/A(¢) dt'.

Aufgabe 39 (0 Punkte). Betrachten Sie die die Funktion
Y(t,u) =e'(1+u) — 1. (10.7)

Zeigen Sie, daf sie die Eigenschaften eines Phasenflusses ®'(u) = (¢, u) erfiillt.
Finden Sie die zugehdrige AWA.

Aufgabe 40 (0 Punkte). Betrachten Sie die AWA

du 3 B
E(t) =u—u’, u(0)=u. (10.8)

Finden Sie den Phasenflu ®' und iiberpriifen Sie, dafy ®'®sy = O 5.

22



Einfiihrung in die Numerische Mathematik

Universitiat Bonn, Sommersemester 2018
Prof. Dr. Carsten Burstedde
Stand: 13. August 2018

Ausgabe: 05.07.2018

Blatt 11 Abgabe: 12.07.2018

Aufgabe 41 (6 Punkte). Betrachten Sie das Butcher-Schema

0
1] 1
2|2
1la b

‘ I 2 1

6 3 6
mit a,b € R.
a) Verifizieren Sie, dafy das zugehérige Verfahren Konsistenzordnung p = 1

besitzt und p = 2 genau dann, wenn es invariant unter Autonomisierung ist.

b) Finden Sie die Konstanten a und b so, daf das Schema ein Verfahren dritter
Ordnung definiert.

Aufgabe 42 (6 Punkte). Betrachten Sie die DGL

dz
Xt = f(t.m) (111)

und die zugehorige Evolution ®°. Sei M € R eine invertierbare Matrix.

a) Zeigen Sie, dak die Koordinatentransformation & = Mx das Folgende ergibt:

dz

E(t) = MF(t, M '), (11.2)

b = MO M3 (11.3)
b) Betrachten Sie die Diskretisierung von (11.1)) und (11.2) mit Hilfe eines

beliebiges Runge-Kutta Verfahrens. Seien W™ und W' die zugehorigen
diskreten Evolutionen. Zeigen Sie, dafs

Gt = MO (11.4)
Aufgabe 43 (0 Punkte). Gegeben sei die Differentialgleichung zweiter Ordnung
y'(t) +ty(t) =0 mit y(0)=1, 3'(0) =0. (11.5)

Berechnen Sie mit dem 2-stufigen Verfahren von Heun eine Losung der Differen-

tialgleichung im Punkt ¢ = 1 mit der Schrittweite 7 = %
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Aufgabe 44 (0 Punkte). Betrachten Sie das Butcher-Schema
0
q|a

b ¢

mit ¢ > 0. Finden Sie die Konstanten a,b und ¢ so, dafs das Schema invariant
unter Autonomisierung ist und ein Verfahren zweiter Ordnung definiert.

Programmieraufgabe 5 (10 Punkte). Erweitern Sie das Runge-Kutta Lo-
sungsverfahren fuer AWA aus der letzten Programmieraufgabe auf zeitabhéingige
rechte Seiten f : R x R? — RY. Vergleichen Sie das explizite Euler-Verfahren und
das Runge-Kutta-Verfahren 3. Ordnung aus Aufgabe [41] hinsichtlich der Genauig-
keit und Rechenzeit abhédngig vom Zeitschritt 7. Sehen Sie fiir 7 — 0 die richtige
Konvergenzordnung? Ab welchem 7 geht die numerische Losung gegen unendlich
fiir lange Zeiten?

e Die AWA sei gegeben durch d = 1, A'(t) =
Sie jeweils Funktionsaufrufe fiir 5(¢) und f(
mit der exakten Losung, und zwar fir §(t
Abhéngigkeit von 7.

(t)A(t), A(0) = 1. Verwenden
). Vergleichen Sie auf t € [0, 1]
3 und f(t) = 1+ sin(2nt), i

?

—B
t, A
) =
e Betrachten Sie B'(t) = v(t) — 5(t)B(t). Testen Sie verschiedene Werte von

v, B konstant und suchen Sie den groftmoglichen Zeitschritt, fiir den die

numerische Losung nicht gegen unendlich geht. Wie ist der Zusammenhang?
Wie ist die Fehlerordnung zur exakten Losung

B(t) = A(t) (% +/0 % ds) (11.6)
fir 7 — 07

Die Bearbeitung erfolgt in Zweiergruppen. Abgabe vom 16.07. bis zum 18.07.2018
in den beiden CIP-Pools. Bitte tragen Sie sich rechtzeitig im CIP-Pool in die
Abgabeliste fiir diese Vorlesung ein.
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Aufgabe 45 (0 Punkte). (Diese Aufgabe ist kein Klausurstoff, aber trotzdem
erhellend.)

Geben Sie eine explizite Formel fiir die kardinalen B-Splines N,.(z) fiir r = 2,3
an. Welchen B-Splines zu welchen Knoten entsprechen sie? Es ist

Ni(z) = X1 und Nyi1 = Ny x N,

also die iterative Faltung.

Aufgabe 46 (0 Punkte). a) Losen Sie die Anfangswertaufgabe

Z'(t) = —ltxZ, z(0) =1

2
im Intervall [0, 2] mit dem impliziten Eulerverfahren und dem Runge-Kutta-
Verfahren vierter Ordnung fir die Schrittweite 7 = 1. (Beim impliziten

Euler-Verfahren ergibt nur eine der zwei Losungen Sinn — warum?)
b) Berechnen Sie die exakte Losung von (a) und vergleichen Sie diese mit Thren
Ergebnissen.

Aufgabe 47 (0 Punkte). Schreiben Sie ((11.6) als eine Evolution ®*% und zeigen
Sie die Gruppeneigenschaften

dh =id ot = (@) P2l o phrlo = pr2to, (12.1)
Aufgabe 48 (0 Punkte). Bestimmen Sie die Konstante ¢ so, dafs
1+ 12+ ¢2?
R(z)= — 2 1% (12.2)
1 — 52+ qz2?

Konsistenzordnung p = 4 hat.

Aufgabe 49 (0 Punkte). Betrachten Sie die autonome Anfangswertaufgabe
T (t) = Ax(t), z(ty) = o, (12.3)

mit A € R? und z, € R Der diskrete PhasenfluR eines s-stufigen expliziten
Runge-Kutta-Verfahrens besitzt die Form

UTxg = P(TA), P e 1I,. (12.4)

Rechnen Sie P fiir das Heun-Verfahren aus und tberpriifen Sie die Konsistenz-
ordnung anhand dieser Darstellung.
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Aufgabe 50 (0 Punkte). Betrachten Sie das Verfahren mit dem folgenden But-
cher Tableau:

0]0
213 0
0 1
Rechnen Sie nach, daft das Verfahren die Differentialgleichung
' = 2at

fiir a € R exakt 16st, und zwar fiir alle Zeitschritte und Anfangswerte/-zeiten.

Aufgabe 51 (0 Punkte). Eine diskrete Evolution ¥ auf €2 heift reversibel, wenn
sie die folgende Eigenschaft erfiillt:

\Ilt’t+T\I/t+T’t"L' =7 (131)

fur alle (t,z) € Q und alle zulédssigen (bzw. kleinen) .
Betrachten Sie die Anfangswertaufgabe

2 (t) = Ax(t), z(ty) = xo, (13.2)

mit A € R4 und 2o € RY. Zeigen oder widerlegen Sie jeweils, daR diskrete
Evolution der folgenden Verfahren reversibel ist:

a) explizites Euler-Verfahren,
b) implizites Euler-Verfahren,

c¢) implizite Mittelpunktsregel.
Aufgabe 52 (0 Punkte). Gegeben ist die AWA
o' (t) = Ax(t), x(to) = xg (13.3)
mit A € R™? und x, € R% Zeigen Sie, daf die zuhehérige Propagationsmatrix
W (t,s) (wie lautet sie?) die folgende AWA 16st:
0

5 W(ts) = AW(ts),  W(ss)=1. (13.4)

Aufgabe 53 (0 Punkte). Losen Sie das Optimierungsproblem
max 3r; — Ty — 4x§
mit den NB 27 + 29 + 23 <0, (13.5)
—3314—2:524—33%:0
unter Verwendung der KKT-Bedingungen.
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