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Aufgabe 1. (Differentiation in Banachrdumen)

Fiir Banachrdume A und B gilt, dass d : A — B fiir U C A offen und u € U (Fréchet-)

differenzierbar in w ist, falls eine beschriankte lineare Abbildung H : A — B existiert,

sodass J B d oh
Ll by — d(u) — B
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gilt, wobei H =: Dd(u) auch das Differential von d in u genannt wird.
Seien X, Y und Z Banachrdume. Zeigen Sie, dass fiir die beiden differenzierbaren Funk-
tionen f: X — Y und ¢g: Y — Z die folgenden Aussagen gelten.

(a) Fiir ein beliebiges h € X gilt

Ve e X : g(f(x+h)) = g(f(x)) + Dg(f(z))(Df(x)h
+ Rif(z;h)) + Rig(f(z); Df(z)h + Ry f(z; b)),

wobei Rj f(x;h) das Taylor-Restglied fiir die Taylor-Entwicklung erster Ordnung
der Funktion f(x+h) in dem Punkt x ist. Sie diirfen im Folgenden in der Aufgabe

ohne Beweis verwenden, dass lim ”le}sw = 0 gilt. Sie diirfen ebenfalls
rllx—o0 1Al
verwenden, dass lim [faef@Di@h+Raf@h)liz _  gilf,

[1Al]x =0 il

(b) Folgern Sie mithilfe der Teilaufgabe (a), dass g o f differenzierbar ist und
Vo € X : D(go f)(x) = Dg(f(x)) o Df(z)

Seien nun zusétzlich V' und W Banachrdume. Ferner sei B : V. X W — Z eine stetige
Bilinearform und f : X — V und g : X — W differenzierbare Funktionen. Nutzen Sie
als Norm auf V- x W ||(v, w)||vxw = [|v||v + ||w||lw-

(c) Zeigen Sie
Yo, v € VVYw,w e W : (DB(v,w))(v,w) = B(v,w) + B(v,w).
Hinweis: Zeigen Sie zuerst, dass B eine beschrinkte Abbildung ist.
(d) Zeigen Sie
Vo € X Y(v,w) € X x X : D(f,§)(z) = (Df(x)v, Dj(z)w),

wobei unter ( 1, g) die Funktion zu verstehen ist, die f und § in der ersten bzw.
zweiten Komponente auf das Funktionsargument anwendetet.



(e) Zeigen mithilfe der Teilaufgaben (b), (c) und (d), dass Bo (f,§) : X — V diffe-

renzierbar ist und
Va,v € X : D(Bo (f,§)(x)v = B(f(z), Dj(z)v) + B(Df(x)v,§(x)).

Hinweis: Da in dieser Aufgabe die Differenzierbarkeit in Banachrdumen gezeigt wird,
miissen Sie neben der Linearitdt des Differentials auch iiberpriifen, ob es sich bei dem
Differential um eine beschriinkte Abbildung handelt. Sie diirfen ohne Beweis verwenden,
dass eine lineare und beschrinkte Abbildung auf einem Banachraum stetig ist. Eine
lineare Abbildung H ist beschrinkt, falls 3C' > 0 Va € A : ||Aal|p < C||al|a-
(24+2+2+1+2=9 Punkte)

Aufgabe 2. (BFGS-Formel)

Es gelte die Notation aus der Vorlesung dy := xp11 — o und yi := Vf(xgs1) — Vf(zk).
Zeigen Sie durch Nachrechnen, dass die BFGS-Formel

T T
BFGS _ kY  Hydyp(Hydy)
Hice™ = My ylde  d] Hedy,

die Quasi-Newton-Gleichung erfiillt.
(6 Punkte)

Aufgabe 3. (Storungslemma)

Sei A € R?™*? eine regulire Matrix. Des Weiteren sei 4 € R¥*9 eine gestorte Matrix
mit ||A71||||6A|| < 1. Hierbei sei || - || eine submultiplikative Matrixnorm. Beweisen Sie,
dass dann A + JA eine regulidre Matrix ist deren Inverse

1A~
[1A=HIT16All

1A +64)7 < —

erfiillt.
(6 Punkte)



