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U'bungsblatt 9. Abgabe am Dienstag vor der Vorlesung (bis 10:15 Uhr).

Aufgabe 1. (Hermite-Polynome)
Fiir n € Ny werden die Hermite—Polynome durch

H,(x) = (—1)”6962 j?e_xa z€eR

definiert. Zeigen Sie:
a) Die Hermite-Polynome geniigen fiir n € N der Rekursionsformel
Hy1(x) =2xHy(x) — 2nH,—1(x)

mit Ho(x) = 1 und H;(z) = 2z. (Damit ist klar, dass H,, ein Polynom vom Grad n
ist.)
Hinweis: Verwenden Sie die Produktregel fiir die n-te Ableitung,

(n) — ~(n (k) g(n—Fk)

(fo)™ =>" ( k)f g h,
k=0

b) Fiir die Ableitung von H,, gilt H/ (z) = 2nH,_1(z).

c¢) Die Funktionen
1

V 2rnl\/T
sind die Orthonormalpolynome zum Gewicht w(z) = e~ auf dem Intervall (—oco, 00).

Hinweis: Es gilt [*_ e dx = /7.

Hn($), n € Ny

(5 Punkte)

Aufgabe 2. (Orthonormale Fourierbasen und Eigenschaften)

Zu f,g:10,2n] = C, f,g € L2[0,27], sei (f,g) = 027T f(z)g(z)dr gegeben. Sei eg(x) :=

—L_¢k? Zeigen Sie:

N

a) Fiir das Funktionensystem B = { 127r, \}cos kx, fsm kx| k=1,2,...} gilt a,b €
B = (a, b> = 6ab~

b) Sei nun f R — C 27— periodisch. Dann bezeichnet f(z) = > 72 frex(x) mit
fe = {(f,ex) f e~ dy die Fourierreihe zu f.

Zeigen Sie: Ist f achsensymmetrisch1 um x = , so ist fy = f_j und ldBt sich ohne
Sinusanteile ausdriicken.

Ist f punktsymmetrisch? um x = 7, so ist f_, = —f und léBt sich ohne Kosinusan-
teile ausdriicken.

D f(n—x) = f(n + ).
D f(r+2z)=—f(r —2).




c) Sei f reellwertig. Zeigen Sie (f achsensymmetrisch um 7 = f; € R) und (f punkt-
symmetrisch um 7 = fj rein imaginér).

d) Wir schreiben fi = Ofo% f(x)e~**dzx. Zeigen Sie
Z fre® = §A0 + Z Ap coskz + Z By sin kx
k=1 k=1

mit Ay = 2C f027r f(z)coskx dr und B = 2C fo% f(z)sinkz dx sowie Ay = 2fo,
Ag = fx + fok und By = i(fx — f-k).
Zeigen Sie auch fi = %(Ak —iBy) und f_p = %(Ak +iBy) fir k > 0.

e) Es gilt (f)r = f_i fiir alle f.
Fiir reellwertiges f gilt fr = f_x und fiir k& > 0, dass Ay = 2Re(f_x) und By =
2i Im(fy)-
Fiir f mit rein imaginiren Werten gilt fx = —f_, und fiir k& > 0, dass A, = 2Im(f_;)
und By, = 2i Re(fx).
(5 Punkte)

Aufgabe 3. (Poisson—Problem)

Gegeben Sei das folgende Poisson—Problem auf einem Kreis mit dem Radius R =1

Au =0, in Q={(z,y) eR?*|2? + 42 < 1} (1)
u = 1, auf T={ (z,y) €R?|2® + ¢* = 1} (2)

a) Man zeige, dass bei Verwendung von Polarkoordinaten

x = r-cosg, y = r-sing, wobeir€[0,1] und ¢ € [0,27).

Gleichung (1) in die Gleichung

Pu 10u 1 0%
a2 T rar TEap 0 ()

iibergeht.
b) Mit Hilfe des Separationsansatzes
u(@,r) = A(0)B(r)

leite man gewohnliche Differentialgleichungen fiir A und B her.
(5 Punkte)



Aufgabe 4. (Orthogonalpolynome)
Die Polynome Uy, (z), n € Ny seien definiert durch:

((H V1) (e - ﬁ))

1
N

fiir z € R. Zeigen Sie:

2] /g k
a) Uy(z) = < )m”% 2 —1
=X 2kt (== =1)

b) U, (z) geniigt der Drei-Term—Rekursion

Unii1(x) = 22U, () — Up—1(x)

U, (cos(6)) = W fiir sin(¢) # 0

d) 1
/Um(l‘)Un(x)\/ 1—22dx = { g iﬁi Z i Z

X1

(5 Punkte)

Programmieraufgabe 1. (Drei-Term Rekursion)

Implementieren Sie eine Routine die mit Hilfe der in der Vorlesung vorgestellten Drei—
Term Rekursion folgende Polynome an der Stelle z,, auswertet.

a) Jacobi-Polynome mit wihlbaren o und g auf (—1,1).
b) Tschebischeff-Polynome (1.Art) auf (—1,1).
c¢) Laguerre-Polynome auf (0.1, 100).

Verfizieren Sie ihre Ergebnisse, indem Sie die Auswertungen fiir n = 4,10, 20, 50, 100
auf dem Intervall (a,b) an m = 500 dquidistanten Stellen plotten. Im Falle der Jacobi—
Polynome sollen folgende Beispiele berechnet werden o = 5 = 0, « = f = 0.5 sowie
a =4 und § =1 in weiteren Beispielen kénnen « und § nach belieben gewihlt werden.
Hinweis zu den zu verwendenden Rekursions—Formeln:

e Jacobi: PO(Q’B) () =1 und Pl(a’ﬁ)(x) =ia—B+(a+B+2)z)

@nta+f-1)(@nta+pf)@n+atf—2r+a®—F) g
2n(n+a+B)2n+a+ 5 —2) -1 ()
2n+a—1)n+B-1)@n+ath)

B n(n+a+B)2n+a+ 5 —2) Ppy (),

P (a) =

e Tschebyscheff: s. Skript

e Laguerre: Lo(x) =1, Li(z)=1-u,
n-Lp(x)=02n—1—2)Lp_1(z) — (n—1)Lyp_o(z) fiirn>2

Die Abgabe der Programmieraufgaben erfolgt in den CIP-Pools am 19.11. und
20.11.2012. Die Listen fiir die Anmeldung zu den Abgabe-Terminen héngen in der
kommenden Woche aus.




