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Aufgabe 1. (PCG—Verfahren)

Es sei (A, z) ein Eigenpaar des verallgemeinerten Eigenwertproblems. Seien A und C
symmetrisch positiv definit und C' = LL” die CholeskyZerlegung von C',

Ax = \Cx ()
mit x # 0.

a) Man zeige: (A, x) ist Eigenpaar von Av = ACv genau dann wenn (J, z) Eigenpaar
von Mz = Az mit M = L7YAL™", 2= L"z ist.

b) Zeigen Sie, dass das Problem (%) n-verschiedene C-orthogonale Eigenvektoren v;,i =
1,...,n mit Av; = A\;Cv; und (v;, Cvj) = d;; besitzt.

c) Zeigen Sie:
A {Cv,v) < (Av,v) < Ay (Co,v) Vv e R"
und dass die Gleichheit auch angenommen wird.

d) Falls
c(Cv,v) < (Av,v) <¢(Cv,v) Vv € R"

dann ist ¢ < A\; und ¢ < \,,.

e) Zeigen Sie, dass die Eigenwerte von C 1A gerade A1, ..., \, von (x) sind.

Bemerkung: Alternative: Statt C' = LT L kann auch C = C 2C'2 benutzt werden. Der
Beweis verlauft analog.
(5 Punkte)

Aufgabe 2. (Krylovraum)

a) Zeigen Sie, dass die Iterierten des Richardson-Verfahrens in einem Krylovraum liegen.

b) Liegen die Iterierten des Jacobi-Verfahrens fiir die Matrix

105
A= (0.25 1 >

in einem Krylovraum? Begriindung?

c) Kann fiir eine allgemeine Matrix A das LGS Az = b derart modifiziert werden, dass
die Iterierten des Jacobi-Verfahrens in einem Krylovraum liegen?



(5 Punkte)

Aufgabe 3. (Konvergenz bei isolierten Eigenwerten)

Sei A € R™" spd mit 0(A) C [a,d]U{A1,...,A\n}. Hierbeiseim < Nund 0 < a <d <
A <<

a) Dann gilt fiir den Fehler nach k£ > m Schritten des CG-Verfahrens die Abschitzung

d/a—1
lo - 2* < 2/dJagt Mlalls = YLE1
Vd/a+1

Tipp: Beweis des Satzes 2.5 aus der Vorlesung.

b) Zeigen Sie desweiteren:

" (VA + V)
(VA = VA1)
(5 Punkte)

Aufgabe 4. (Rayleigh—Quotienten)

Es sei A € C™". Unter dem Wertebereich W(A) versteht man die Menge aller
Rayleigh-Qoutienten

x*Ax
x|
d.h. .
W(A) = {x j;x cx € C”,x;é()} ={z"Azx 2z € C", || z ||2# 1} .

Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften:
e W(A) ist zusammenhéngend.

e Falls A hermitesch ist, dann ist W(A) = [An, A\1], wobei A\ > ... > A, die sortier-
tem Eigenwerte von A bezeichnen,

e Falls A schiefhermitesch ist, d.h. A* — A, dann ist ROV (A)) = 0.
(5 Punkte)

Programmieraufgabe 1. (Vektoriteration)

Unter der Vektoriteration versteht man das folgende Verfahren.
x = Vektor(m, A, v(®)
Input: AcCv v cC'meN mit || v |p=1
Output: =z € C” mit x Approximation an den
betragsgrofiten Eigenwert von A
: for k=1 To m do
Z(k-‘rl) — A,U(k)

1
2:

. (k+1) — _2%+D
BV EGRITS
4
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: end for
. Setze x = v(m+1),

Implementieren Sie die Vektoriteration zur Berechnung des betragsgrofiten Eigenwertes.
Testen Sie ihr Programm an folgenden Matrizen:



A=

c)

2 -1 0 0 0
-1 2 -1 0
0 -1 2 _1 € RV*N fiir N = 16, 32,128,512
0 0 -1 2
T -I 8§ —1 0 0
! _TI }I | wobei T= Bl _81 S _01 € R16X16
-1 T 0 0 -1 8
und I die 4 x 4-Identitét ist.
8 -1 -1 -1
~1 ~1
IR | -1
-1 8 1 -1
-1 -1 8 -1
~1 ~1
ER. —1
1 -1 -1 8
-1 -1
-1
~1
1 -1
-1 —1 8 -1
~1 ~1
.o —1 -1
1 -1 -1 8

Die Matrix K}, besteht aus (N — 1)? Teilmatrizen, die jeweils (N — 1) x (N — 1)-

Matrizen sind. (s. Programmieraufgabe von Zettel 6)

Die Abgabe der Programmieraufgaben erfolgt in den CIP-Pools am 17.12. und
18.12.2012. Die Listen fiir die Anmeldung zu den Abgabe-Terminen héngen in der
kommenden Woche aus.




