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U'bungsblatt 9. Abgabe am Dienstag vor der Vorlesung (bis 10:15 Uhr).

Aufgabe 1. (Vektoriteration)

Gegeben sei eine diagonalisierbare Matrix A € R™™ mit den Eigenwerten
A1, A2,..., Ay € R. Mit Hilfe der Vektoriteration sei der betragsméfig grofite Eigen-
wert A\; und ein zugehoriger Eigenvektor v; bestimmt worden.

a) Finde einen Vektor v € R", so dass Q,e; = auv; fiir die zugehorige Householder-
Matrix @, und ein geeignetes a € R gilt.

T (A b
e~y 1)

auf Blockstruktur transformiert werden kann, wobei b € R»~! und 4; € R
sind.

b) Zeige, dass A durch

(n—1)x(n—1)

c) Zeige, dass die Matrix A; die Eigenwerte Ao, ..., A, besitzt.

Damit kann die Vektoriteration auf die kleinere Matrix A; angewendet werden, um
den néchsten Eigenwert und einen zugehérigen Eigenvektor zu berechnen. Dieses als
Householder-Deflation bekannte Verfahren kann iteriert werden, um alle Eigenwerte und
alle Eigenvektoren zu bestimmen.

(5 Punkte)

Aufgabe 2. (QR-Algorithmus)

Zeigen Sie die Bemerkung aus der Vorlesung:
Die durch den QR-Algorithmus erzeugten Matrizen A*) haben HessenbergForm, falls
A Hessenberg—Form hat.

(5 Punkte)

Aufgabe 3. (QR-Algorithmus mit doppelten Shift)

Die Anwendung des QR-Algorithmus auf reelle Matrizen mit komplexen Eigenwert-
paaren fithrt unter Verwendung von reellen Shifts zu keiner Konvergenz. Um dies zu
vermeiden, fiihrt man einen sogenannten Doppelshift 7, und 7441 = 7, ein.
Zeigen Sie:
A+2) gt reell.

(5 Punkte)



Aufgabe 4. (QR—Verfahren)

Es sei A®) die k-te Iterierte des QR-Verfahrens, wobei A € C"*" diagonalisierbar ist

mit [A] > ... > |\, ¢ = %, q= |/\‘)‘i|1| und Eigenvektoren z; mit ||x;|| = 1. Es seien

Qr=0Q1 ... -Qp_q = [qgk), .. .,q,(lk)] und Ry, = Rj_y - ... Ry = [rij]ﬁjzl die aus der

Vorlesung bekannten Matrizen. Damit gelten folgende Aussagen:

a) Sei e; = > ayx; mit a; # 0. Damit gilt:
i

AR e, — rgl;)qgkz)

b) Essei gy = x1+7. Zeigen Sie, dass ||7|| = O(¢*) und dass damit folgende Abschitzung
gilt:
lgy =21l < C - ¢*

lim [[A®e; — Arer]l2 = O(¢")
k—o0

d) Sei A invertierbar, damit folgt:
@z _ EkAf(kJrl)
lim ey, AN = Nnepllz = O(G)
k—o0

Zusammenfassend gilt:

A1
A0 ~ 0 *
0 | 0 An

(5 Punkte)

Programmieraufgabe 1. Gegeben sei eine symmetrische Tridiagonalmatrix A € R™*"™.
Man implementiere den QR. Algorithmus zur Bestimmung der Eigenwerte von A.

Die dabei auftretenden orthogonalen Transformationen sind sinnvollerweise mit Givens-
Rotationen durchzufithren. Hierfiir kann der auf Aufgabenblatt 4 programmierte Givens-
Algorithmus benutzt werden.

Man teste das Programm an den folgenden Beispielen :

2 -1 0 ... ... 0
-1 2 -1
0o -1 2 . : NN e
a) A= ' eR fiir N = 16, 32,128,512.
: . |
0 ... ... 0 -1 2

Plotten Sie die Eigenwerte und in einem weiteren Plot den Betragsfehler zu den
analytisch gegebenen Eigenwerten in Abhéngigkeit der Iterationen.

Nj=2 <1 - cos(]zfr%‘]l)>




2 -1 0 0 0 0 O
-1 2 -1 0O 0 0 O
0o -1 2 -1 0 0 0
b) B = 0 0 -1 2 -1 0 0 |eR™
o 0 0 -1 2 0 0
o 0 o o o 3 4
o 0 0 0 0 -2 -1
c)
Qg 51 0 ce 0
b ar B2 O
T.=1 0 B2 a B3 c RV (1)
' ﬁnfl
0 NN 0 571,—1 Qp—1
mit a; =0 und §; = \/ﬁ (s. Skript 1.41 und Beispiel 1.9 (Legendre—Polynome)).

Interpretieren Sie das Verhalten des Algorithmus. Wie miisste der Algorithmus veréndert
werden um die Probleme zu beheben? Begriindung?

Die Abgabe der Programmieraufgaben erfolgt in den CIP-Pools am 17.12. und
18.12.2012. Die Listen fiir die Anmeldung zu den Abgabe-Terminen hingen in der
kommenden Woche aus.




