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Aufgabe 6: Berechnen Sie das Volumen des Torus, der durch Rotation des Dreieckes

A={(r,y,2) eR’|2<2<3,y=0,2-2<z2<2-2}
um die z-Achse entsteht,

a) indem Sie die Formel zur Berechnung des Volumens eines Rotati-
onskorpers (aus der Vorlesung) benutzen.

b) indem Sie die Schnittflichen berechnen, die sich durch Schneiden
des Torus mit Ebenen (im R?) ergeben, die senkrecht zur z-Achse
sind, und iiber diese Schnittflichen (auf-) integrieren.

LOSUNG:

a) Das Dreieck A liegt in der z, z-Ebene. Der hier betrachtete Torus ergibt sich
durch Rotation dieses Dreiecks um die z-Achse.

Die Formel zur Berechnung des Volumens V' eines Rotationskorpers, der um die
z-Achse rotiert, lautet
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wobei f(z) der Radius der Kreisscheibe ist, der durch die Rotation um die
z-Achse entsteht.

Hier ist: zp = —1, 23 = 1 Dies erkennt man sehr leicht an Hand einer Skizze
oder man iiberpriift dies auf Grund der Definition von A.

Sowie: f,(z) =3 fiir —1 <z <1 fir den Rotationskorper, der durch Rota-

tion der dufleren Kante des Dreiecks entsteht und

filz) = 2—2z fir —1<2<0,
! 24z fiir 0<z2<1.

tion der inneren Kanten des Dreiecks entsteht.
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fiir den Rotationskorper, der durch Rota-
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b) Die Schnittfliche des ,,Dreiecks“-Torus mit Ebenen senkrecht zur z-Achse liefert
fiir z = —1 und 2z = 1 jeweils einen Kreis von Radius 3 und fiir —1 < z < 1
ergeben sich Kreisringe von unterschiedlicher Dicke. Die Schnittflichen F'(z)
sind also gegeben durch

F(2) = mrg(z) — mri(2),

wobei 7,(2) den Radius des duferen Kreises und r;(z) den Radius des inneren
Kreises bezeichnet.

Integriert man diese Schnittflichen fiir —1 < z < 1 auf, so erhélt man die in
Aufgabenteil a) verwendete Formel.

Aufgabe 7: Es sei A = ( _(1) (1) )

a) Berechnen Sie B = e'.
b) Bestimmen Sie B~!. Welche Matrix erhalten Sie?
¢) Zeigen Sie B~ = eA" = (e!A)T,

LOSUNG:

Ab hier wiederholt sich alles!

A fir k=4l+1,1=0,1,2,..
Lok _ ) L fir k=dl42,01=0,12,.
~A fir k=41+3,1=0,1,2,.

1 fir k=4l+4,1=0,1,2

0 tk‘Ak‘ 00 ( 1) t2l 0 t2l+1
B = tA = = ]1
o ey S (S (S )

+
k=0 1=0 1=0
cost sint >

= cost-1+sint-A=
—sint cost

Alternativer Losungsweg:

Die Eigenwerte der Matrix A = 0 1 ) sind \y = —i¢ und Ay = 4. Die
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zugehorigen Eigenvektoren sind v; = _ und vy = E Demnach lasst



sich die Matrix A schreiben als
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b) Man rechnet leicht nach, dass
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c) Es gilt B~! = BT, also ist B orthogonal.

Bl—pl — (tAT_ itkAk T_
- e = = (35T -

k=0

Z tk(AT)k _ etAT — e tA (etA)_l
k! ’

k=0
Aufgabe 8: Gegeben seien zwei Matrizen A, B € R™". Zeigen Sie:

a) Sind beide Matrizen A und B orthognal, so ist auch die Matrix
AB orthogonal.

b) Ist die Matrix A orthogonal, dann gilt | det A| = 1.

LOSUNG:

a) Wir wollen zeigen, dass die Matrix AB orthogonal ist, d.h. (AB)T = (AB)~!.

(AB)'AB = BTATAB
A orth:ogonal BT]IB
= B"B
B ort};)gonal 1

= (AB)' = (AB)™!
b) Da die Matrix A orthogonal ist folgt, dass sie auch diagonalisierbar ist.

A

= A=Q! Q
An



Die Determinante von A 148t sich also schreiben als

A
det A = det@Q 'det ., det @
An

= (det Q)" Ap--- A, detQ

= Ao,
Aus der Vorlesung wissen wir, dass fiir die Eigenwerte \; einer orthogonalen
Matrix gilt [\;| = 1.

= |detA|=1
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Aufgabe 9: a) Gegeben seien die Matrix A =

H O = =

Vektoren z = (1,0,1)T, y = (0,1, 1)T.

Zeigen Sie, dass der Winkel ¢ := Z(x,y) zwischen x und y, defi-
niert durch cos ¢ := m, gleich dem Winkel ¢ := Z(Az, Ay)
zwischen Az und Ay ist.

b) Eine 3 x 3 Matrix A heifit winkeltreu, falls A invertierbar ist und
L(Az, Ay) = L(x,y)

fir alle z,y € R\ {0} gilt. Zeigen Sie, dass jede Matrix A der
Form A = AQ mit @ € O(3) und A € R\ {0} winkeltreu ist.

c) Die Matrix A aus Aufgabenteil a) kann in der Form A = A\Q
geschrieben werden, wobei A € R\ {0} und @ € O(3). Berechnen
Sie diese A und Q.

Tipp: Berechnen Sie | det A| unter Beriicksichtigung der Tatsache,
dass sich die Matrix A schreiben a8t als A = AQ mit Q € O(3).

LOSUNG:
a)
x| = v2=yl,

" Ty 1 1
cos¢p = = =—.
Izl -yl v2-v2 2
1
Ax = 1 , | Az = 2,
V2
-1
Ay = L), Ayl =2,
V2
Ax - Ay 2 1
cosy = = =—=cos¢p. V
[Az]| - [[Ayll 2.2 2



Ax - Ay x-y
L(Ax, Ay) = L(z,y) < = .
(Ao, Ay) = 20.9) < TRTa = Tel- 1ol

A=XQ mit Q € O(3) und X € R\ {0} impliziert:

= Az[| = [|AQz| = [Al[|Qz[| = [Alll=],
[Ayll = IAQull = IMllyll ,
Az - Ay = AQz - XQy = N (Qz - Qu) = N(z - y),
Az - Ay N(z - y) Ty

= = = , da A= |\2.
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Da A # 0 ist A offensichtlich invertierbar. (A=t = A7'QT)
c) Allgemein gilt: A = \@Q
=det A = det(AQ) = \"detQ
Wir wissen: | det @| = 1. Also folgt
|det A] = |A"
& JdetAln = |)
Hier in unserem Beispiel gilt: det A = V24 V2=2v2=2%2>0.

Behauptung: A = v/2 = 2'/2. Denn

(det A)/3 = (22)'° =212 — /3

und
1 -1 0 ) 1 -1 0
A=|1 1 0 —v2.— |1 1 0
0 0 V2 X V2\ o o V2
0cO(3)!

Beachte: A = /2 = Liinge der Spaltenvektoren von A!

Im Allgemeinen muss man das Vorzeichen von A priifen. Hier ist das klar wegen
n = 3!



