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Aufgabe 14: Thema: Normalengleichungssystem
Sei A eine m x n Matrix. Betrachten Sie das Normalengleichungssystem

AT Ax = A"h

fiir b € R™. Welche Aussagen sind richtig?

a)

b)

Das Normalengleichungssystem ist fiir alle b € R™ l6sbar.

ja nein []
Fir b = 0 hat das System stets nur die triviale Ld&sung.
ja nein [J

Ax ist eindeutig bestimmt, auch wenn es mehrere Losungen z € R”
gibt.
ja nein [

Gilt Rang von A gleich n, dann ist ATA positiv definit.
ja nein [J

Ist A eine symmetrische n x n Matrix, dann ist jede Losung des
Systems auch Losung von Ax = b. ja O nein [

LOsuNG:Die Antworten lauten:

a) Jal
b) Nein!

c) Ja! Seien x; und x, Losungen der Gleichung AT Az = ATb. Dann folgt daraus

= ATA(JIl — 372) =0
= (Il — .%'Q)ATA(.Z'l — ZL’Q) =0
& [A(z1 —22)[* = 0
& A(xy —z3) = 0
& Axy = Axy

d) Ja! Rang von A gleich n, daraus folgt:

Az =0 & z=0.

= ATAz .z =||Az||? #0 fir 2#0

Zudem wissen wir, dass die Matrix A7 A positiv semidefinit ist und somit ist
AT A positiv definit.

e) Nein! Beispiel: A sei die Nullmatrix.



Aufgabe 15: Betrachten Sie den Vektorraum

V={f:]0,7] = R| f(x) = 1 sin(x)+cy sin(2x)+c3 sin(3x) mit ¢y, co,c3 € R}.

Die Funktionen

I~
iy
—
=
|
<
=
=

bilden offenbar eine Basis des Vektorraums V.

a) Zeigen Sie, dass vy, v und v3 beziiglich des Skalarproduktes

v,0) = [ vla)u(s)da
0
orthogonal sind.

b) Bestimmen Sie eine Orthonormalbasis (ONB) dieses Vektorraums.

c¢) Berechne Sie die orthogonale Projektion der Funktion

fo={ 5, s

m™T—X

SIERSIE]

auf den Vektorraum V' beziiglich g(-, -).

Tipp: Zeigen Sie zunichst
1
sin(az) sin(bz) = 5 (cos((a — b)z) — cos((a + b)x)) .
LOSUNG:Zuerst beweisen wir die im Tipp aufgestellte Behauptung:

Sei a, b € N mit a # b

sin(az) = % (e"* — e7"07)
sin(bx) = 2% (™ — ")

1 ei(a—f—b)x 4 6—i(a+b)a: ei(a—b)x + e—i(a—b)z
— sin(ax) sin(bx) = ~5 ( 5 ) — ( 5 ) ,

(cos ((a —b)x) — cos ((a + b)x))

DN —



g(sin(ax), sin(br)) = /07r sin(ax) sin(bzr) dx = /O7r % (cos ((a —b)x) — cos ((a + b)x)) dx

1 , . 1 , W
=% D) [sin ((a — b)x)]; — 2at D) [sin ((a + b)z)]; = 0.

weil @ — b # 0 und a + b # 0. Daraus folgt, dass die Funktionen vy, vy und v3
bzgl. des Skalarproduktes g(-, -) orthogonal sind.

Da vy, v9, v3 linear unabhéngig sind, bilden sie also eine orthogonale Basis und
wir miissen nur noch normieren:

Die normierte Basis, nennen wir sie wy, ws, ws, erhalten wir wie folgt:

1 .
= Vg(sin(z), sin(z)) sin(z)
wy = ! sin(2x)
\/g(sin(2z), sin(2z))
w3 = ! sin(3x)

Vg(sin(3z), sin(3z))

Sei a € IN,

g(sin(az),sin(az)) = /07T sin(az) sin(az) dx = /07r % (1 —cos((2a)x)) dx
1
2

und dann

N
Wy = \/g sin(2z)
w; = \/g sin(3z)

Bemerkung: Wenn die Basis nicht bereits orthogonal wére, konnten wir das
Gram-Schmidt-Verfahren benutzen. Dieses funktioniert mit dem Skalarprodukt
g(+,-) analog zum Vorgehen im R3.

Die orthogonale Projektion der Funktion f(x) auf den Vektorraum V bzgl. des
Skalarproduktes ¢(-,-) berechnet sich wie folgt

Pf(z) = g(f(x), wi(x))wi(z) + g(f (), wa(2))ws(x) + g(f (2), ws(w))ws(z)
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Aufgabe 17: Es seien u, v € R” mit u # v und ||u|| = [|[v||. Weiter sei n := u — v.

a) Zeigen Sie, daf fur die durch S,z :=x — 2 ‘T'HQn definierte Spiege-

lIn
lungsmatrix S, gilt S,u =v und S,v =u.

1 *
b) Sei u = | —1 |. Bestimmen Sie v der Form v = | 0 | mit
0 0
|lu|| = ||v||. Berechnen Sie die Matrix S, _, aus Aufgabenteil (a).

¢) Multiplizieren Sie diese Matrix von links an die Matrix

1 2 3
A=| -1 0 -3
0 -2 3
LOSUNG:
a)
u-n 2u - (u—w)
Spu = u—2 n=u——————=(u—wv)
7] [ = o][?
2u-(u—v) = 2ul*-2u-v.
lu =l = Jlull® = 2u- v+ [[o]* = 2|ul]* = 2u- v wegen [[u] = ||v].
= Su = u—(u—v)=u—u+tv="0.
Ebenso gilt:
S, =u,

wegen 2v-n = 2v- (u—v) = 2uv —2||v||* und ||u||? — 2uv + ||v||* = 2||v||* — 2uv =

lu — .
b)
1 o'
-1 = 0
0 0
& VEF(IPE = |of
& V2 = |af
V2
= v = 0

0
Um die Matrix S,_, berechnen zu kénnen, fithren wir zuerst ein paar Neben-
rechnungen durch:

1 V2 1—+v2
U—v = —1 - 0 = —1
0 0 0
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