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Aufgabe 31: Sei A eine n x n-Matrix, b € R™ und det A # 0. Weisen Sie nach, dass
die Funktion
f(z) :=||Az||* — 24z - b

genau einen Minimierer o € R™ hat.

LOSUNG:

f(z) = ||Az|]* = 24z -b= Az - Ax — 2Ax - b
= ATAx -2 —2Ax b

Notwendige Bedingung fiir die Existenz eines Minimierers ist
gradf(z) = 2 (A" Az — A™b) =0 eR"le ATAr=ATh (Normalgleichungen-System) ()

Sei 7o € R™ Losung von (). Wir wissen D?f(z) = 2AT A ist positiv semidefinit und
da zusitzlich det A = det AT # 0 gilt ist D?f(z) = 2AT A positiv definit, so dass xg
ein (lokales) Minimum von f ist.

AuBlerdem wissen wir: det A # 0 bedeutet, dass A invertierbar ist. D.h. wir kénnen
aus det AT = det A # 0 die Invertierbarkeit von AT schlieflen.

= AT Az = ATb
sr = A",

d.h. x( ist eindeutig bestimmt.
Beachte:

flx+h)=A(x+h) -A(x+h)—2A(x+h)-b
=Ax - Ax+ Ah - Av + Ax - Ah+ Ah - Ah —2Ax - b—2Ah - b

= f(z) +2 (AT Az — A"b) -h + ||Ah|]

< , Ny

— grad f(z) —o(||h|12)

Aufgabe 32: a) Bestimmen Sie fiir die Funktion

frx— f(x) = cos(z)

die Taylor-Entwicklung an der Stelle xy = 7 mit Restglied
Ol — o).

b) Bestimmen Sie fiir die Funktion
9 (x,y) = g(x,y) = cos(z) cos(y)

die Taylor-Entwicklung an der Stelle (x¢, yo) = (0, 0) mit Restglied
der Ordnung 3.



LOSUNG:

a) Die Formel fiir die Taylor-Entwicklung bis Ordnung n an einem Punkt xz ist:

n

£@) =32 5O an) @ — o) + Ol — ol

i=0

= Ja) + 3 5 )@ - 20) + Ol — wol™*)
i=1

wobei f@(z,) die ite Ableitung an der Stelle z ist.

f'(wo) = fM (x0) = —sin(xo)
f"(x0) = f® (o) = — cos(x0)
O (xg) = sin(x)
(o)

und dann fiir alle t € IN

Firaxy =2
)= (-1
f(zt)(g) =0

und die Taylor-Entwicklung bis Ordnung (2n — 1) an der Stelle z = 7 ist:

GEDY ﬁ(—nt(;@ - gyzt—n ) (‘“" _ a%)

t=1

b) Die Taylor-Entwicklungsformel fiir g an der Stelle z ist:

n+1)

oo+ €0+ 0) = gtonin) + 3 3 12Ty o+ 0 (H( )

n |al=n
wobel

a = (a1, as)
al = aqlay!
9% olelg
O(z,y)*  Odxeryo:
(€ Q)" =" (™




Daraus folgt:

0 0
9(&,¢) = 9(0,0) + 5-9(0,0)¢ + a—yg((), 0)¢

2

)

1 o2 o2 1 2 ¢
- 5 aez00.00€ + 790,06 + 52 g(0,0)¢3 + 0 (H( ‘)

dg B
52(0,0)=0

5y (0:0) =0
2
99 (0,0) = -1
0%g
0xdy
Py
0%y

wom-te-sesof| ()

Aufgabe 33: Sei a € R™ gegeben. Entwicklen Sie die Funktion f(x) = || — a|| nach
Taylor an der Stelle x( bis einschliellich Terme zweiter Ordnung.

(0,0) =0
(0,0) = —1

und somit

LOSUNG:
f@) =z — al = (21— a1)? + (22 — @2)? + ... + (20 — an)?)?

setze x = xo + h,h € R"

f@h+h%=f@d+gmdf@®'h+%DW1mW~h+OOWW)

grad f(z) = (a%f(x), %f(x% - %f(x))
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T1—a T, — a T 1
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8x2f( )_81‘1- f(x)
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1 1 ,
e—a] To—ap %
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a2’ = Fy T fap
o 0” 0 (1~ )
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= —m(% — a;)(z; — a;)

(@ —a)(zy — )
|z — all?

Ziﬁﬁﬁz_i__ow_@—aﬂx_wT)

[ = all [l - af

Insgesamt ergibt sich

(o —a) 1 (z—a) (x—a)" 3
f(@o +h) = [lzo — all + ch+ 1- h - b+ O([[n[”)
[0 — all 2||zo — all |l —all lz — ol
Zusitzliche Erlauterung: (Nicht Teil der Losung!)
Mit der Bezeichnung g = grad f(zo) erhalten wir

1) = 1)+ bt g (1017 = g 1)%) + ).

Dabei ist offenbar ||g|| = 1, also ist g der Einheitsvektor, der von a in Richtung zg
zeigt. Der lineare Term (also die Approximation der Anderung in erster Ordnung) ist
daher die Projektion von h auf die Gerade durch xy und a. Hier spielt also nur der
Anteil von h eine Rolle, der auf a zu oder von a weg zeigt, nicht der Anteil , seitwérts*.
In dhnlicher Weise erklirt sich der quadratische Term: Mit s* = ||h]|* — (g - h)? ist s
der ,,Seitwarts-Anteil“ von h (Pythagoras!). Der Term zweiter Ordnung beriicksichtigt
also die Anderung , seitwirts®.

Die Skalierung iiberlegt man sich beispielweise folgendermaﬁen: Mit a = (0,0)T, g =
(1,0)" und h = (¢, s)T erhilt man f(zo+h) = 1—|—t+ s2+O(||h||?). Zu zo = (L,0)"
erhélt man die skalierte Gleichung (’“’H’) =14+++3 (%)2 + O(]|h]|*). Multiplikation
mit L = ||z — al| ergibt schlielich dle obige Form




Aufgabe 34: Betrachten Sie die Funktion f: R? — R

f(z,y) = cos(x) + sin(2y)

und finden Sie im Intervall (0,27) x (0,27) Minima, Maxima und Sat-
telpunkte von f.

LosuNaG:Kritische Punkte von f sind diejenigen Punkte (z,y) mit V f(z,y) = 0.
[ —sin(z)
Vf(x, y) - (2 COS(Qy))
0 m™ 3m bmw Im
Vf(x,y)— (O> = x_ﬂ'undye{171717z}

Die verschiedenen Moglichkeiten sind:

() e (5) = (5) e (9
4 4 4 4

92 92f
2 _ dx2  dzdy N COS(:B) 0
D f(x,y) (ﬂ 7 ) < 0 —dsin(2y)

Es ist

D*f (71'7 %) = ( _01 _04 ) ist indefinit, d.h. A; ist ein Sattelpunkt

9 3T 10 . " . L .
Df |, 7)== o 4 ist positiv definit, d.h. A, ist ein Minimum
D*f <7T, %) = ( (1) _04 ) ist indefinit, d.h. Ajs ist ein Sattelpunkt
D*f <7T, %) = ( (1) 2 ) ist positiv definit, d.h. A, ist ein Minimum



