Dr. T. Ullrich, S. Mayer INS Uni Bonn

Mathematik III fiir Physiker
Wintersemester 2012/13

Ubungsblatt 14 - Musterlosung

Aufgabe 14.1. Das Holomorphiegebiet des Hauptzweigs des Logarithmus f(z) = log z
ist C- = C\{z € R: z <0}, siehe Aufgabe 13.4. Auf diesem Gebiet sind die Ableitungen
gegeben durch

fO2) = (-1 = DL,
Entwickeln von f in einer Taylorreihe um z, ergibt somit

s J+1 _
g(z )+ Z (2 — 20) fY9) (29) = log 2 + Z (2 ZO) . (D)
2

Jj=1

Die Reihe ¢(z) hat den Konvergenzradius R =|z|.

(a) Fiir zp = 1 gilt {z € C:|z— 2| <1} C C . Der Konvergenzkreis reicht also
gerade bis an den Rand des Holomorphiegebietes von f. Die Funktion g(-) ist auf dem
Konvergenzkreis holomorph und stimmt dort mit f iiberein, d.h.

->E

J=1

J-‘rl

(z—1Y, |z—1] <1 (2)

(b) Fiir 2y = —1+ i ergibt sich der Konvergenradius von g zu R = v/2. Der Konver-
genzkreis von g reicht folglich iiber den Rand des Holomorphiegebiet von f hinaus.
Betrachte z = —1 —e1 fiir € > 0. Die Reihe g konvergiert also noch im Punkt z, wenn

wir € klein genug wéihlen. Aber gilt auch g(z) = f(2)? Aus (1) folgt

g(z) = log(zo) +Z

Wegen |z — zp| = (1 +¢) und somit |z/29 — 1| = (14+¢)/v2 < 1, liegt z/2; innerhalb des

1 Jj+1

(2/z — 1), (3)

Konvergenzkreises aus (a). Damit vereinfacht sich (3) zu

9(2) = log(2) + log(z/z0)

Wie wir in der Vorlesung bereits gesehen haben, gilt im Komplexen im Allgemeinen

nicht log(ab) = log(a) + log(b). Wir kénnen oben also nicht einfach g(z) = f(z) folgern.
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In der Tat, indem wir z = /1 + €2¢", ¢ € (—m, —m/2], schreiben, sehen wir folgen-
des:

9(2) = log(20) + log(2/20)

3 Vi4e2 o 3
_ln\/§+zzﬂ+lnT+z ((p—zﬂ') mod (—m, 7]

:ln(|z|)—|—z'<p+i<<p1—(g0—z7r)).

Wegen ¢ € (—m, —7/2 ist ¢ — 27 € (=27, —7), also 1 — (¢ — 27) = 2. Wir schliefen

9(2) =log(z) + 2mi # f(2).

fiir die spezielle Wahl von z. Die Reihe (1) stellt also fiir zg = —1 + ¢ nicht iiberall auf
ihrem Konvergenzkreis die Funktion log(z) dar. Fiir |z — 29| < 1 gilt allerdings g(z) =
log(z) (Dies folgt auch aus Satz 8 aus der Vorlesung).

Aufgabe 14.2. Wir entwickeln f in eine Taylorreihe um zy = 0,

HOEDIUES @

mit a; = %. Der Konvergenzradius von (4) ist mindestens 1. Weiter folgt aus der
Annahme f(0) = 0 sofort, dass ag = 0.

Nun hat die Reihe g(2) = > 72 a;112’ den gleichen Konvergenzradius wie (4), ist
somit holomorph auf B;(0). Da zg(z) = f(2), gilt g(z) = @ fir z € B1(0), z # 0.

Wir wenden nun die Cauchysche Integralformel fiir ¢"(z) an, das ebenfalls holomorph

auf By(0) ist.
1 9" (¢)
— d
271 /831(0) C— z C

= dist(z, 0B, (0))~*

9" FiSls

< max = max —7
T ¢eam(0) [ — 2| ceas)|C|"]¢C — 2|

l9(2)|" =

max
~ ¢eaBi(0)|C — 2]
Also

1 n—oo

96 = Seamay

Damit folgt | f(z)| <|.

Aufgabe 14.3. (a) Die Annahme f(1/n) = (—1)"/n fiir fast alle n hat zur Folge, dass

f abzéhlbar viele Nullstellen haben miisste, deren Haufungspunkt die 0 wére (aus der
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Stetigkeit folgt f(0) = 0). Nach dem Identitétssatz (Satz 10/(iii)) muss f dann aber die
Nullfunktion sein.
(b) Die Funktion

- 2
fl2)=1—%

ist holomorph in einer Umgebung um zy = 0 und es gilt f(1/n) = (n* —1)~'. Sei f

holomorph auf B.(0) und erfiille f(1/n) = (n*> —1)~" = f(1/n) fiir alle n > ng. Dann

folgt f(0) = 0 und die Identitédtsmenge

{0,i, L ,...}C{wE(C:f(w):f(w)}::I(f,f)

ng ng+1
hat den Haufungspunkt 0 € I(f, f). Gemsik Satz 10/(iii) (Identitétssatz) gilt f = f.
Es gibt also genau eine holomorphe Funktion, die Bedingung (b) erfiillt.
(c¢) Angenommen, f sei holomorph in B.(0). Wir entwickeln f in eine Taylorreihe
um zg = 0:

z) = iajzj, aj; = f(j).(O)'

=0 '

Nach Annahme ist }aj‘ > jl. Also ‘aj}l/j > (j1)%7. In der Vorlesung haben wir gezeigt,
dass (j1)17 — oo fiir j — co. Also ist R = 1/lim supj_m‘aj‘l/j = 0. Ein Konvergenzra-
dius von 0 ist aber ein Widerspruch zur Annahme, dass f holomorph ist.

Es gibt also keine holomorphe Funktion, die (c¢) geniigt.

(d) Angenommen, f sei holomorph in B.(0). Wir beweisen per Induktion, dass
f®(0) = 0 fiir alle k& € N. Der Induktionsanfang f(0) = 0 folgt direkt aus der An-
nahme | f(1/n)| < e™™ fiir fast alle n.

Wir nehmen jetzt an, dass f*)(0) = 0 fiir k = 0,...,¢. Zu n > nq fiir ein ng € N
gibt es (,, sodass

f< G G
f(1/n) = Z 1/n + (1/n) N (1/n) EDR

Das ist der reelle Satz von Taylor! Nicht verwechseln mit dem Satz von Cauchy-Taylor
aus der Vorlesung (Satz 8). Auflosen nach f¢+1((,) ergibt

0G| =

Da ¢, € [0, l/n} und die Ableitung stetig ist, folgt

(C+ DI f(1/n)] < (€+ D)In e

)] = ' S (lim gn)' = lim| ) (G,)| < lim(e + 1)t *le™ = 0.
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Also miissen alle Ableitung von f in der Null verschwinden. Somit ist f die Null-

funktion (siche Satz 10).

Aufgabe 14.4. (a) Partialbruchzerlegung liefert uns

1 n 1
z24+1 2—-2

f(z) ==

Weiter gilt fur|z| > 1

Fiir|z| < 2 gilt

Zusammengefasst liefert dies fir 1 <|z| < 2

G " > -3 G)M 8

j=—00 7=0

z—1 .

. z—1 e — e
sin = .
z 21

und machen uns den Zusammenhang e* = »7° 2/ /j! zu nutze.

-1 1 i(—q)d —i;J ,
ain (2 :_.Z 6(‘2) _e.z =
z 2 4! !

J=0

(b) Wir schreiben

(c) Partialbruchzerlegung ergibt

13 5
3z—=2) z+2 3(z+1)

f(z) =

Kreisring B;»(0): Fiir die drei Partialbriiche erhalten wir

5 5 1 5 — 1\ 5 (—1)
= = = — —— ] == _ 1
3(z4+1) 3z1+4+1/z 32;( z) 3 g it |z| > 1,
S ! _—li z j |z] <2
3(z—2) 6(1—2z/2) 64~\2) ’
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7=0
Also:
-1 00 j j
5 1/ 3/ 1\] |
I~ -/ i:() s
Haupte‘i,l, |z|>1 reglérer :I‘,eil, |z|<2

Kreisring B; .(0): Gegeniiber dem letzten Abschnitt miissen wir nur zwei Partial-

briiche anders entwickeln:

1 11 1 .y
_ - - _Z 9=i=1,j > 2
3(z—2) 321-2/z 3],_2_300 @l >2
3 32” Z_l
- o o
242z jzo(_2/z>j - 3j:—oo<_1) B

Also:

i)=Y E(—l)—ﬂwz—j—l (§+3<—1>—j)] 2.

j=—o0

Kreisring B;;(0): Diesmal miissen wir nur einen Partialbruch anders als im ersten

Abschnitt entwickeln:

3(zi 1 gg(—l)jzj, 2| < 1.
Also: ) | |
o-Sfior-i () 3]

Aufgabe 14.5. (a) Der regulire Teil Y - Zk—f = e” hat offensichtlich einen Konvergenz-
radius von R = oco. Fiir den Hauptteil gilt (1/k!)'/* — 0, wenn k — oco. Also besagt die
Formel von Cauchy-Hadamard, dass der Hauptteil fiir ‘1 / z‘ < oo konvergiert. Insgesamt
erhalten wir den Konvergenzbereich C\ {0}.

(b) Der Hauptteil der Laurent-Reihe ldsst sich schreiben als > .-, (za—’“ mit a, =

_1)k
(37 4+ 1)~L. Man iiberzeugt sich leicht, dass|ay|"/* — 1. Der Hauptteil konvergiert also
fir |z — 1] > 1.
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Der regulire Teil ist gegeben durch Y 77 ax(z — 1)F mit a;, = (3% + 1)7'. Wieder
iiberzeugt man sich leicht, dass |a,|"/* — 1/3. Also konvergiert der reguliire Teil fiir
|z — 1| < 3. Insgesamt haben wir Konvergenz fiir 1 < |z — 1| < 3.

(c) Fall & = 0: Der Hauptteil konvergiert auf {|z| > 1}, wohingegen der regulére Teil

auf {|z| < 1} konvergiert. Der Konvergenzbereich ist somit leer,
{z] > 1} n{z| <1} =0.

Fiir den Fall a # 0 betrachten wir 0.B.d.A. a > 0. Dann haben Haupt- und regulérer

Teil jeweils die Darstellung

oo oo
E akz_k, E akzk
k=1 k=0
. e\ 1
wobei a; = (eak +e O"“) . Wegen
1 _
ay = <e ak

eock (1 + e—2ak) —

konnen wir abschétzen, dass |ak|1/ " < em@. Gleichzeitig gilt auch die Abschitzung

1
eak (1 + e—2ak)

—ak
> se

1
ap — 5

woraus |a;| > 27k~ folgt. Somit limk_,oo\ak\l/k =e @,

Fiir den reguléren Teil liegt damit Konvergenz auf {|z| < e*} vor, fiir den Hauptteil

auf {}1 / z‘ < ea}. Wir erhalten also insgesamt als Konvergenzbereich der Laurentreihe
{em* <|z| <e*}.

Aufgabe 14.6. Nach Annahme ist f eine ganze Funktion. Somit besitzt sie auf ganz C

eine Darstellung als Potenzreihe
f(z) = Zajzj, z e C.
j=0

Fiir f(2%) gilt somit f(2*) = 3 72 a;2%. Ferner gilt
f(2)?= Z a;a;z'z = ijzj,
i,j=0 =0

wobei b; = Zizo agaj_r. Ein Koeffizientenvergleich ergibt, dass b; = 0 fiir ungerade j

und b; = a; fiir gerade j gelten muss, soll f(z?) = f(z)? erfiillt sein.
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Wir zeigen nun folgendes: Sei a; # 0 der erste nichtverschwindende Koeffizient von

f,dh.ag=---=a_1 =0. Dann gilt ¢, = 1 und a, = 0 fiir k > [.

Betrachte dazu zunéchst by;. Es gilt

2l

2
a; = by = E Arpag— =

k=0
Daraus ergibt sich sofort a; = 1. Betrachte nun by 1.

20+1
0=boyq1 = E Q11— = 200141
k=0

Daraus ergibt sich sofort a;,; = 0. Betrachten wir nun

2042

0=ai11 =byso = E aRao42—f = 2010142,
k=0

so erhalten wir a;,o = 0. Iterativ ergibt sich nun 0 = by = 2a;a;4 und somit a; ., =0

fiir alle £ € N.
Im Ergebnis sehen wir also, dass genau die Polynome f(z)

Funktionalgleichung f(2?) = f(z)? erfiillen.

2F fiir k€ Ny die



