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Mathematik III fiir Physiker
Wintersemester 2012/13

Ubungsblatt 15 - Musterlésung

Aufgabe 15.1. (a)

smz_ii 2 (—1)
2" i (25 + 1)!
1 22 2P )
AR

Die Funktion hat einen Pol der Ordnung n — 1. Der Hauptteil der Laurentreihe ergibt

sich damit zu

1. Fall: n gerade Setze n = 2m.

111 1 (—1)m
Zn=l 3l zn—3 Cm—-1)! =z

fi(z) =

2. Fall n ungerade Setze n =2m + 1.

Ao L1l (—1)m=?

Zn—1 - 3l n—3 (2m —1)122

(b) Wir bestimmen zunichst die Laurentreihe von ——:

sinz’

1 1 1

— —— :1
sin 2 Z(]_ _ g_? + ) Zg(z)7 g<0> )

wobei g holomorph in z = 0. Die Laurentreihe kann also geschrieben werden als
1
sin 2z

1 1 .
- n:—n+a0+alz 4+ ...
sin z z

1
:;+a0+a1x+...

—
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z

Die Laurentreihe von hat einen verschwindenden Hauptteil in z = 0, da sie dort

Z+1
holomorph ist. Um die Taylorkoeffizienten von %5 zu bestimmen, beobachten wir
z 1
z+1 T z2+1
1
R
1—(=2)
=1-> (=2, |z <1
=0
= (=1yF,
j=1
Der Hauptteil der Laurent-Reihe von m ist also
n—1
1 ) )
- —1)ytLa
DD CIE

1

<.
Il

Es handelt sich also um eine (n — 1)-fache Polstelle.

(c)
cos(1/z)sin(1/2z) = 1/2sin(2/z2),

es handelt sich um eine wesentliche Singularitdt. Der Hauptteil der Laurentreihe ist

jg: (_'l)jQZjZ—{2j+1X
22+ 1)!

(d) Aus Ubungsaufgabe 11.5 wissen wir

1 )k f: ( j )j_kﬂ
pu— Z .
<1—z = k—1

J]=

1 N J —n(j—k+1)
<1 —z—n) B Z <k:— 1>Z

j=k+1

Also

Das geht aber nur fiir [z|] > 1, also |z|™" < 1! Somit wiirden wir auf diesem Weg
nur die Laurent-Entwicklung auf der Kreisscheibe B; o, Wir sind aber an der Laurent-
Entwicklung auf der Kreischeibe B, (0) fiir ein r > 0 interessiert. Also VORSICHT.

Um die Entwicklung in By, (0) zu bekommen, machen wir folgendes:

(1 —1z—n)k - (znzi 1)k =1 (1 jzn)k

UALLS ok _qy (kj )zw—m
j=k—1

-1
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Daraus konnen wir ablesen, dass der Hauptteil verschwindet. Es liegt also ein hebbare

Singularitét vor.

Aufgabe 15.2. (a)

22+ 2244 1 1

A+l (2240)(22—d)  22—i (2 —eim/A)(z Feim/D]

Also sind 2y = €™/ und 2, = —e'™/* Pole erster Ordnung und es gilt
orlesun, 1 2 2
Res f () Yoresung — = £ — £z',
20 2eim/4 4 4
R, f (11) Vorlesung ]. _ _@ n @Z
- 2¢in/4 4 4

(b) Der Punkt z = 0 ist ein Pol erster Ordnung, z = 1 ein Pol dritter Ordnung.

e*—1 2+ 2224 23/31+ ...
Oesf Z(Z — 1)3 0 zl—r>r(l] z(z — 1)3
1 pef—1 1y e*2? — (e — 1)22
RleSf (13) Vorlesung 2 dz2 22 1 2 d 24 )
1e*(z—1)2% — 322(e*(2 — 2) + 2) 3 5
= = = —€ — 0.
2 26 _1 2

(c)

oS -z _ 1 (ei(l/z—l) I ei(l—l/z)) _ 1 ( —igi/z 4 e i/z) .
z 2 2

Entwicklung in einer Reihe ergibt

()1 ()

Also ist z = 0 eine wesentliche Singularitit, denn fiir k£ gerade sind die Koeffizienten der

Reihe verschieden von 0.

i =i _
Réesf:e 1+e ] = 0.

(d)
4182249 12'49224+922+9 1 192249

12(2+9) 4 2849z _ZZ_I_ZZ?’—I—QZ.

Die Singularitéiten sind zp = 0, z; = 3¢ und z, = —3i, wobei es sich in allen drei Féllen

um einfache Pole handelt.
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192249 1
R = I ———
Oes f (11) Vorlesung 4 2249 0 4’
1 922+9
Res f = —L =1,
3 (11) Vorlesung 4 Z(Z + 3@) s
1 2
Res = 122 F9,0
—3i (11) Vorlesung 4 Z(Z - 3@) s

(e) Die Funktion @ hat eine wesentliche Singularitét in z = 1 und einen Pol

erster Ordnung in z = 0. Entwicklung des Nenners und des Zahlers in eine Reihe ergibt

o0 o0

e oS P - = Y b1y

VA
=0 =0/ P

Wir bestimmen den Koeffizienten b_;, da dieser das Residuum Res; f liefert.

Also Res; f=1—1/e.

o1/(1-2) )

Res f = lim 2
0 z—0 z
z=0

Bemerkung 1 Wie bekommt man die Partialbruchzerlegung in (a) und (d), wo wir

einfache Pole haben. Die Residuen berechnen sich nach Formel (11) aus der Vorlesung

U

= lim(z —a) f(2).

z—a

(z—a)f(z)
Das ist genau die SZuhaltemethodefsur Bestimmung der Koeffizienten in der Partial-

bruchzerlegung. Genauer, es gilt

mit A; = Res,, f(2)/g(2).
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Aufgabe 15.3.
i+ +1 2(i+1)+1
B —z2i? — 2z  z(z—1)?

f(z) =

z = 0 ist eine einfache Nullstelle des Nenners, z = ¢ eine doppelte. Beide sind keine
Nullstellen des Nenners. Wir folgern, dass f auf B;(—i) holomoroph ist. Der Hauptteil
der Laurentreihe verschwindet daher. Um den reguléren Teil zu bestimmen, fithren wir

zunachst eine Partialbruchzerlegung durch:

A B C
f(Z)__+ '+(Z—’i)2

Wir berechnen A = —1, C' =1, sowie B = 1. Nun zur Laurententwicklung in B;(—i):

£(2) 1 n 1 n 1
z) = —
z4+i—i z+i—2i  (z241i—2i)?
11 n 1 1 n 1)2 1
S il—zH 2) 1z 2i° ) (1-24)°
I T P k204 A
—;ZZ (Z+Z) _ZZ(QZ) (Z"_Z) —ZE — i
k=0 k=0
N —1 o] o0
4 (1— Z“) = LN @) i) =Y k) e i)
dz 2 T dz -

Also ist fiir |z 4+ i| < 1 die Laurentreihe gegeben durch

flz)=>_ [ﬂ’f“) — ( ! ) — i(k +1)(20) 7| (2 + i)k

27
k=0

Jetzt zu By oo(—1). Wir verwenden erneut die Partialbruchzerlegung von oben.

1 1 1
J(2) = ;+z—i+(z—z’)2
B 1 1 1
B z+z’—i+z+z’—2i+(z+i—2i)2
1 1 1 1 1 1

T 24il—i/(z+19) +z+i1—2i/(z+i) + (z+4)2(1—2i/(z41))?

Fir den letzen Term nutzen wir wieder

<1iy)2 - i<k+1)Vk, v <1

k=0
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(siehe UA 11.5). Wir setzen v = Zz—ll Damit gilt

Z[ ](z—l—z “HED Nk 1)(20) (2 + i) 72
k=0

k=0

— ol -\ NI—1 A —(14+1)
l=k+1 zweite Summe lz—; [ v (21) + Z(QZ) ] (Z * Z) '

Aufgabe 15.4. (a) Substition z = €', 2 = ie = iz,

2m (z—1/2)"dz 1 1
in"tdt = A Sl Al 2 _1)"dz.
/0 sin 2 @ iz (20" /|z:1 (7 — )z

|z|=1

Setze f(z) = (22,;11 . Wir haben eine Polstelle in z = 0. Um das Residuum zu berechnen,

benétigen wir den Koeffizient von 2" in (2% — 1)". Zunichst gilt

2
1
in"tdt = 2mi Res f.
/0 sin Qi g Oesf

(2 —1)" = zn: (Z) 2 (—1)F,

k=0

Im Falle n gerade gibt & = n/2 den Vorfaktor von 2". Daraus folgt

wr-cre()

Im Falle n ungerade folgt Resy f = 0. Wir schliefsen

2 2Zr( ™Y, wenn n gerade
/ sin”tdt = { ? ("/ 2)
0

, wenn n ungerade

e

Fiir das zweite Integral erhalten wir analog

27T 1 2 Ny
/ cos”tdt:/ (Z_I_ /Z> de _ 2mi ReSf
0 I2|=1 2 iz 2m

mit f(z) = 2(z + 1/2)" = 4= (2% + 1)™. Analog ergibt sich

Res/ = (nT/lz)
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im Falle das n gerade ist. Also

2 Zr( ™Y wenn n gerade
/ cos"tdt = { ? ("/2)
0

0, wenn n ungerade

(b)

/2” dt _/ 1 dz
o 2-+sin(t) ‘2‘2124_%2'2

2 dz

- 7 |z\:1 422 —|— 22 — 1

—9 / —dz = 47iRes f
|z|=1 22 —+ 4iz — 1 21 ’

wobei f(z) = (2% +4iz — 1)~ und

21 = V3i — 2,
29 = —V/3i— 2

die Polstellen erster Ordnung von f sind. Beachte, dass z; im Einheitskreis liegt, 2z

dagegen nicht.
1

NG

z=2z1

(11) Vorlesung
Res f =

21

(z = 21) f(2)

Daraus folgt

/ oAt _ 4dmi 27
o 24sint 23 V3
(c) (siehe letzter Abschnitt in der Vorlesung)

R o
— 00 =1 J

wobei {zj}j.vzl die Singularitidten in der oberen Halbebene bezeichne.
2%+1 hat 6 Nullstellen auf dem Einheitskreis, davon liegen 3 in der oberen Halbebene.

/ L dx:27m'(Re%f—l—Resf+Resf).

e 6 +1 et/ ei5/6m

Die Nullstellen sind einfache Pole, d.h. (f—z [26 + 1} # 0. Wir nehmen nun Formel

(12) aus der Vorlesung und erhalten -
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Also

1y (] 1 1\ 2
1T Genrer TG T genros ) — 3T

(d) Wir betrachten zunéchst die Funktion im Integrand

z

f(Z):TH

. Es gibt 4 rein-komplexe Nullstellen des Nenners, davon liegt eine im ersten Quadranten.

Sei Cg der in der Abbildung dargestellte Weg, damit ist

(12) Vorlesung . €

. f(z )dz-27rzeRme§lf QWZW = /2.
Wir betrachten jetzt das Integral iiber den Viertelkreis.
™2 Re¥ ,
_ s i
o f(z)dz /0 Ficiis 1 1zRe de
w/2 R? w/2 R2
< ————dp < ——d
—/0 [Rici% 1 1] ‘P—/O R =17

=T R’ — 0
 2RY—1 Rox

Jetzt betrachten wir das Integral iiber die imagindre Strecke. Mit der Parametrisierung
z =1t, 0 <t < R schreibt sich das Integral wie folgt:

/Oin(z)dz:/OR(it;%dt:—/oRﬁle / f(z

Ri

R
/ f(2) dz:/ f(z)dz + f(z)dz — f(2)dz =m/2.
Cr 0 Vg 0

Also "
2/ f()dz+ | f(2)dz=m/2
0 Vr

Der Grenziibergang R — oo liefert

/Ooo F(2)ds = /4.

Aufgabe 15.5. (a) Die Gleichung e* = 2y = re'#° hat die Losungen

2y =1Inr +i(py +2nm), neN.
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Also hat e'/? = z, die Lésungen

1

T T i(po + 2mn)’

Klar, |z,| — 0 fiir n — oco. Damit folgt Behauptung (a).
(b) Wir betrachten die Folge z, = -1, n € N. Dann gilt

61/2" — eiwn — (_l)n —_— ‘61/zn -1

Die Folge {el/ Z"} is aber nicht konvergent.

n

Bemerkung 2 [Interessanter wdre es eigentlich, die Funktion f(z) = eV=* zu betrach-

ten. Auf der reellen Achse gilt lim,_,o f(z) = oo nicht. Im Komplexen kénnen wir aber

die Folge
1

\/7_1'716”‘—/4

Zn

betrachten, fir die gilt

2

e/Fn = (—1)™.

Also gilt ‘el/zi

L2 . .
=1, aber {61/2; } konvergiert nicht.

n



