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Aufgabe 1. (Divergenztheorem, Nabla-Kalkiil)

Sei 2 ein dreidimensionales, einfach zusammenhéngendes Gebiet, das von einer rektif-
izierbaren Oberfliche I' begrenzt ist. Stelle @ ein Vektorfeld in R? dar. Dann gilt

ff diva dV = ffﬂ'ﬁdF (Divergenztheorem), (1)
Q r

wobei 77 der auf eins normierte Vektor in Richtung der &ufleren Normalen von I ist.

a) Man werte mit Hilfe des Divergenztheorems die folgenden Integrale aus:

ff(xdydz+ydzd:p+zdxdy) , 2?2+ +22=4°
r

fj(:pQ dy dz + y* dz de + 2% dz dy) I' : Oberfliche, die 0 < z,y,x < a begrenzt.
r

b) Man zeige
H(rot H)-dF = 0

r
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c) Sei @, € R3. Man schreibe rot (¥ x ), sowie rot rot ¥ nur unter Verwendung von
grad, div und 4+, -.

(5 Punkte)
Aufgabe 2. (Typ einer Differentialgleichung)
Untersuchen Sie zu
w:R3x T = R,
(z,t) — u(z,t)

und € > 0, welche der folgenden partiellen Differentialgleichungen elliptisch, parabolisch
oder hyperbolisch sind:

Au = c? - uy, (2)

eur — Au+au = f, (3)

up — Au + euy — uy = f, (4)
—Au+ (1~ ||z]|3)u = f. (5)

Dabei bezeichne Au := uzy + gy + u., den Laplace-Operator im Ort.



(5 Punkte)

Aufgabe 3. Eine kreisférmige Membran mit Radius 1 werde am Rand fest eingespannt.
Die Berechnung der Eigenfunktionen der Membran, aus deren Uberlagerung sich die
Form nach einer Anregung ergibt, fiihrt auf ein Eigenwertproblem fiir die Laplace-
Gleichung

Au=—\u (6)

mit den homogenen Dirichlet Randwerten u). = 0.
a) Man zeige, dass bei Verwendung von Polarkoordinaten Gleichung (6) in die Gleichung

0*u  10u 1 9%u

o2 oo Trge T M @
iibergeht.

b) Mit Hilfe des Separationsansatzes
u(@,r) = A(0)B(r)
leite man gewohnliche Differentialgleichungen fiir A und B her.

c¢) Fiir eine radial-symmetrische Losung, d.h. A = const, bestimme man iiber einen
Potenzreihenansatz

B(r) = i b ™
n=0

die ersten 4 Glieder in Abhéngigkeit von \. Man benutze das Ergebnis zur Berechnung
einer Ndherung von .

(5 Punkte)



