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Definition 1 (Die Sobolev-Raume H™P). Fiir m € Ny und 1 < p < oo besteht der
Raum H™P(Q) aus allen Funktionen u € LP(2), die m-mal schwach differenzierbar sind
mit Ableitungen im Raum LP(Q2). Die Rdume H"P(Q)) werden mit den Sobolev-Normen
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versehen.

Aufgabe 15. Sei ) beschréinkt. Zeigen Sie: H™P(2) ist ein Banachraum fiir alle m € Ny
und 1 < p < oo.
Tipp: Auf einem beschrinkten Gebiet 2 und fiir 1 < p < ¢ < oo gehort jedes u € LI(S2)
auch zum Raum LP(2).

(5 Punkte)

Definition 2 (Dualraum V’). Der Dualraum V' eines normierten K-Vektorraumes V
ist der Raum der linearen beschrinkten Funktionale, d.h.

V= L(V;K).
(L(V,W)={T:V — W|T linear und stetig}, ||T|| < c0)

Satz 1 (Projektionssatz). Sei V ein Hilbertraum und A C V nichtleer, abgeschlossen
und konvex. Dann gibt es genau eine Abbildung P : V — A mit

ko= PG@)lly = dist(z, 4) = inf |lo —ylly Ve V.
Yy

Eine dquivalente Charakterisierung von P(x) ist
Re(x — P(xz),a— P(x))y <0 Vac€ A.

Aufgabe 16. (Riesz’scher Darstellungssatz)

Zeigen Sie mit Hilfe des Projektionssatzes, den Riesz’schen Darstellungssatz:
Ist V' ein Hilbertraum, so ist durch

J(x)(y) = (y,z)v Vz,yeV

ein isometrischer konjugierter linearer Isomorphismus J : V' — V' definiert. (Konjugiert
linear bedeutet J(azx +y) = a@J(z) + J(y) fir « € Kund z,y € V.)
(5 Punkte)



Aufgabe 17. (Finite Elemente)
Wir betrachten das Randwertproblem

—u"(z) = fin Q=10,1] mit u=0 auf 9Q
wobei f € L?(Q2) und u € C%(Q) N C(Q) sei.
a) Geben Sie die schwache Formulierung des Randwertproblems an.

b) Das Randwertproblem werde nun durch eine endliche Finite Element Basis {\;},7 =
1,...,n diskretisiert, d.h. up, = > ; u;A\;. Geben Sie das auf diese Weise entstehende
lineare Gleichungssystem an.

Programmieraufgabe 3. (Finite Elemente)

Wir wollen das Poisson-Problem

—Au= 1 in Q (1)
u= 0  auf9Q (2)

auf dem Gebiet = (0,1)% mit der Finite Elemente - Methode 16sen. Dazu werde (2
zunéichst in N2 Quadrate der Kantenlinge h = %, N € N zerlegt. Dann wird jedes
der Quadrate in zwei rechtwinklige Dreiecke geteilt, wobei die Quadrate stets durch die
Verbindung der unteren linken Ecke zur oberen rechten Ecke aufgespalten werden. Die
Gitterpunkte bilden den diskreten Raum €2;,. Es sollen die in der Vorlesung eingefiihrten
linearen Elemente verwendet werden.

a) Geben Sie die schwache Formulierung fiir obiges Problem an.

b) Berechnen Sie auf dem Papier die Matrix-Eintrége fiir die Steifigkeitsmatrix fiir li-
neare Elemente.

¢) Implementieren Sie die Matrix-Vektor-Operation, die die Steifigkeitsmatrix (ohne
Aufstellen der vollen Matrix) auf einen Vektor anwendet. Die darin verwendete Schlei-
fe soll iiber die Elemente laufen und darin jeweils die Freiheitsgrade aufsummieren.

d) Berechnen Sie die Quadratur auf der rechte Seite der Gleichung mit einer einfachen
Mittelpunktsregel.

e) Losen Sie das lineare Gleichungssystem wieder mit dem CG-Verfahren.

f) Berechnen Sie die Fehler mittels der Lo- und der H!-Norm.



