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LOSUNG LINEARER GLEICHUNGSSYSTEME

HAUFIGSTE TEILAUFGABE DER NUMERISCHEN SIMULATION

Zu gegebenem b € RY (rechte Seite) und A € RVN
(Systemmatrix), finde x € RN, so dass gilt

Ax = b.

(Koeffizientenbestimmung zu gewahlter Basis)

Interpolation

Differentialgleichungen

Integralgleichungen

Losung nicht-linearer Gleichungen

LiNPACK BENCHMARK FUR SUPER-COMPUTER

http://www.top500.0rg/
http://www.netlib.org/benchmark/hpl/



LOSBARKEIT

Ax=b AcRMN pcRM xeRN

@ a2 ... AN X1 b
a1 a2 ... AN X2 b,
am,1 amz .- AaMN XN by

o heif’t unterbestimmt, falls M < N
o heifit quadratisch, falls M = N
o heif’t dberbestimmt, falls M > N

LOSBARKEIT

Fur beliebige M und N ist A x = b l6sbar, wenn
Rang(A) = Rang((Ab))

(nicht notwendigerweise eindeutig!).



QUADRATISCHE MATRIZEN

LOSBARKEIT

Fur quadratische Matrizen (N = M) sind folgende Aussagen
aquivalent

@ Ax = bist fiir jedes b € R eindeutig I6sbar, d.h. regular.
o det(A) #0

@ Rang(A) =N

o Fiir alle Eigenwerte A € o(A) von A gilt A # 0.



NORMEN

NORMEN AUF DEM RV

Eine Abbildung || - || : RN — R, heifit Norm, wenn gilt
o ||x|| > ofiirallex e RN\ 0
o |la x|l = |a|||x]| fiir alle x € R¥, a € R

o [lx+yll < lIxll + llyll fur alle x, y € RY

N
BETRAGSSUMMENNORM ||x||1 := Z |xi|

i=1

EukLIDISCHE NORM ||x||2 :=

N
Z |xi|> = vV x*x
i=1
MAXIMUMSNORM || X||00 := _n?axN\x,»|

i=1,...,

Auf dem R¥ sind alle Normen aquivalent.



MATRIXNORMEN

MATRIXNORMEN

Eine Norm || - [0 : RM*N — R heifit Matrixnorm.

Im Fall N = M heifit sie

vertraglich mit der Norm |||y : RN — R, wenn fiir alle x € RN gilt
[AX[[v < [|Allo [|x[]v-

Sie heif3t submultiplikativ, wenn fiir alle A, B gilt
|4~ Bllo < [[AllolBllo-

M
SPALTENSUMMENORM ||A||7 := maxj—1,.n Y ;4 |aij]
ZEILENSUMMENNORM ||A||oo = maxj—1,.m j'.V:1 |aij]
FROBENTUSNORM ||A||F := Z,j 1|a,7j|2

Die Frobeniusnorm ist mit der Euklidischen Norm vertraglich.

INDUZIERTE MATRIXNORM

H x| _
Al = = sup [[Ax]|
x7$0 Xl e
Diese ist vertraglich mit || - || und submultiplikativ.



SPEKTRALRADIUS EINER MATRIX

o(A) :={\ € C| det(A— AI) = 0}
Av = \v
p(A) = max{|A| | A € o(A)}

INDUZIERTE EUKLIDISCHE NORM || A||,

All, == max = max *(Ax) max VvV x*A*Ax
| %

lIxll2=1 || lla=1 IX |2=1

[All2 = v/ p(A*A)



KoNDITION A x = b

KONDITION EINER MATRIX

rm(A) := cond = || Al M| A" || m

EINFACHER STORUNGSSATZ

Es sei A € RVXN regular. Fiir eine gestorte Eingabe b + Ab gilt fiir
die Storung der Ausgabe x + Ax

|Ax]|
]

|Ab]|
[1b]]

(x+Ax) = A7 (b+Ab), Ax=A"'Ab, < NANAT =



STORUNG IN A UND b

ALLGEMEINER STORUNGSSATZ

Es sei A € RNV regular und es gelte | AA|| < [|[A7!||7", dann gilt
fur die Losung des gestorten Problems

(A+ AA)(x + Ax) = (b+ Ab)
die Abschatzung

|Ax] K(A) |AL] | [[AA]
= 1— w(A) 122l ( 1l Al )

1Al

fiir ein beliebiges Paar vertraglicher Matrix/Vektornormen.



BEISPIEL

Eingabefehler:

|AA|l —«  lAb| —k
10k a0
|A] || b

Kondition von A:
k(A) =~ 10° mit s < k

Ausgabefehler:

[|Ax]] 10°
<

2-107 K~ 107K
x| — 1—105-10"*

Verlust von s Stellen Genauigkeit!



LOSUNGSVERFAHREN FUR A x = b

DIREKTE VERFAHREN

Realisierung von A~'h = x mit endlich vielen Operationen, z.B.
mittels
A=SBT A '=T'B7'S""



LEICHT LOSBARE GLEICHUNGSSYSTEME

Diagonale Systemmatrix (Iosbar in O(N)):

d 0 0 b
Ax = b; A= 0 d 0 , b:= b,
0 0 d bs

Dreiecks-Systemmatrix (Idsbar in O(N?)):

an 12 M3 b
Ax = b; A= 0 a, @3 0 b= bz
0 0 61373 b3



TRIDIAGONAL-MATRIZEN

Betrachte das Gleichungssystem
aixi—1 + bix; + ¢ixix1 = d;;, mita; =0und ¢, = 0.

In Matrix-Vektor Notation

b1 (6] 0 X1 d1
a b o X2 d,
az b3 . o =
: Cn—1



LOSUNG TRIDIAGONALER SYSTEME

Die Unbekannten seien xq, . . ., x,. Die zu l6senden Gleichungen seien:
bixi + c1x, = dy; i=1 (1)
aixi—1 + bix; + ¢cixiy1 = dj; i=2,...,n—1 (2)
AnXn—1 + bpxp = dy; i=n (3)
Die zweite Gleichung (i = 2) wird nun wie folgt mit der ersten Gleichung
modifiziert:
(Gleichung 2) - by — (Gleichung 1) - a,
Dies ergibt:
(axx1 + boxa + &ax3)by — (bixy + i)y =  dhby — diay

(baby — 1) x, + bixs = dhby — dia,

Dadurch wurde x; aus der zweiten Gleichung eliminiert. Analog ergibt sich
aus der modifizierten zweiten und der dritten Gleichung mit
A= (b2b1 — C]dz)

(a3x2 + b3X3 + C3X4)A — (AX2 + c2b1x3)a3 = d3A — (dzb] — d1a2)a3
(b3A — C2b1a3)X3 + C3AX4 = d3A — (dzb] — d1a2)a3

Jetzt wurde x, eliminiert. Etc. etc.



THOMAS-ALGORITHMUS

Definiere Hilfsvariablen

Cq 1
— : | =

/ b

¢ = ! .
— ; i=2,3,. n—1
bi_C,{,]ai 39y )

und

d;
— i=1

4= b

IS di*d,‘/71ai .
Y 1=2,3,...,n
b,-—ci_1a;

Die Losung ergibt sich dann durch Riickwarts-Einsetzen:

x, = d

xi = d —cixip i=n—1n-—2,...,1

AUFWAND

5(N — 1) + 1+ 3(N — 1) = O(N)




DIREKTE GLEICHUNGSLOSER FUR VOLLE MATRIZEN

Gleichungssystem

51 + 2x + x3 = 1
2X1 + 4X2 -+ 2X3 = 6
X1 + x; + 4x3 = 3

in Matrix-Vektor Notation

5 2 1
Ax = b; A= 2 4 2|, b=\ 6
1T 1 4 3
oder kompakt
5 2 1)1
2 4 2|6



- N U1
- &N
AN =
w N =

Elimination von x; in Zeile 2, 3 tiber —%, —%—fache von Zeile 1

S O Ui
Glwa|z N
afgaiee —
gy -

Elimination von x, in Zeile 3 liber f%—fache von Zeile 2

5 2 1 1
16 8 | 28

03 zgo 130

00 =

Rickwarts-Substitution

140 80 1 5728 8 1 3 1 1 3
W= MOB 1 5B 83110
80 280 2 16\5 52 2 5 2 2



GAUSS-ELIMINATION

IDEE

Transformiere das Gleichungssystem A x = b Aquivalentzu T x = b
mit oberer Dreiecksmatrix T.

VERFAHREN

A € RVN mit det(A) # 0 und b € RV, Setze (V) := A, b() := b
und es gelte Sﬁr,) Z#0furr=1,...,N, dann liefert

by o= (SIS0, SO = s g 60 R B0 0

I,r? 1,J . r,g? 1

furi,j=r+1,...,Nundr=1,...,N — 1die Losung x € RN von
A x = b mittels

XN = (5 (N) 1'[35\/’\/), (S(N) (b(N) Z 5’1 )

Jj=i+1

firi=N-—1,...,1.



BEOBACHTUNG

Verfahrenschritte:
(1) :
st =1,...,N
5%) j=1,...,N z)"’ 5(2) J N
' i J =4y
s | ° i .0 N
: 52 : ©)
0 : S
0 :
0
0 0
T T — TG —

Farr=1,...,N—1gilt

STV i=ra1, L Nij=rH1, N



Es gilt
T7(r+1) — () 7(r)

mit der Matrix

1 0
0o . 0
0 1 0
1 .— —laq
*lr+2,r 0
: 0o ...
~Iy, 0 ... 0 1

Diese Multiplikation eliminiert die Eintrage TI-(;) furi=r+1,...,N

und TV ist schlieBlich eine obere Dreiecksmatrix.



Es gilt daher offensichtlich

U:= TN — (N-1) (N=2) | (D4

Wir konnen also schreiben

—_

A= (LN N=2) o Y=y = ( (D=1 (M= =1y,

falls (L(0)~" existiert. Es gilt

1 0 1 0
0 0 0 0
0 1 0 0 1 0
—lry1,r lya,r =1
—ly2r O biar 0
0 0




Des weiteren gilt

1 0
0o . 0
0 1 0
(L(r)),1(l_(,+1)),1 — by, 1

[r—|—2,r [r+2,r+1

[V VT I

Und daher ist L := (LM)="... (L(N=1))=" eine untere
Dreiecksmatrix mit 1 auf der Diagonale und wir erhalten die

Zerlegung
A=LU

mit zwei leicht zu I6senden (invertierbaren) Dreiecksmatrixen L & U.



AUFWAND & PIVOTISIERUNG

AUFWAND DER LU-ZERLEGUNG

z

2
o = 5N3 + O(N?)

=~
I
o

P1vOTISIERUNG

Eine wesentliche Annahme in obiger Konstruktion war '7',(;) = 0 fur
r=1,...,N. Dies ist nicht automatisch garantiert fiir beliebige
Anordnungen einer regularen Matrix, aber es gibt immer einfache
Permutationsmatrizen P und Q, so dass

A= PLUQ

P vertauscht Zeilen und Q vertauscht Spalten der Matrix.



CHOLESKY-ZERLEGUNG & INVERSENBILDUNG

Ist A symmetrisch (AT = A) und positiv definit (x” Ax > 0 mit
x # 0), dann gilt

AT = A= LU= L(DLT) = (LD?)(D:L") = (LD2)(LD2)" = LI
ohne Pivotisierung!

INVERSENBILDUNG

Berechne A = LU und lose fiir i = 1,..., N die Gleichungssysteme
LUa; = e;. Es gilt «; ist die i-te Spalte von A~'. Der Aufwand ist
IN®+ N-2N? = BN,



LINEARE AUSGLEICHSRECHNUNG

DEFINITION
Zu gegebenem b € RMund A € RM*N mit M > N, heifit das

Problem: Finde x € RV, so dass gilt

||b— A x|, = min

lineares Ausgleichsproblem. Die Losung heif3t Ausgleichslosung oder
kleinste-Quadrate-Losung.

Direkte Verallgemeinerung des klassischen Losungsbegriffs
(M= N).
|b—Ax|, > mine Ax=0>b



NORMALENGLEICHUNGEN

SaTz

Die Ausgleichslosungen ||b — A x||2 — min sind genau die Losungen
der Gaufischen Normalengleichungen

A*Ax = A*b,

insbesondere existiert eine Losung x. Falls z auch eine Losung ist,
dann gilt A z = A x. Das Residuum

r=b—Ax
ist also eindeutig bestimmt und erfullt

A*r=0.



EIGENSCHAFTEN DER SYSTEMMATRIX

SaTz

Die Matrix A*A ist symmetrisch und positiv semidefinit. Sie ist
genau dann positiv definit, wenn der Kern von A trivial ist, d.h.
ker(A) = {0}. Dies gilt genau dann, wenn die Spalten von A linear
unabhangig sind.

LO6sSUNG DER NORMALENGLEICHUNG

Prinzipiell mittels Cholesky-Zerlegung moglich, falls ker(A) = {0}.
Dies kann aber zu Stabilitatsproblemen fiihren. Betrachte M = N
und A~ existiere, dann gilt fiir A

condy(A) = [|A[l2|A7"]|2 = v/ (A*A) v/ p((A=1)*A7T) =

Amax(A*A)
Amin(A*A)

aber fiir die Normalengleichung

*
condy(A*A) = —)\max(A A

Amin(A*A)



AUSGLEICHSPROBLEM: BETRACHTE A ODER A*A?

GESTALT VON A

A € RM*N st rechteckig mit M > N Zeilen und N Spalten. Wir
nehmen an, dass Rang(A) = N. So ein A kénnte also folgende
Gestalt haben:

qg r s a b ¢ a B v
v u t d e f 0 6 n
A= w h j |, A= gn ]|, A=|o0 o0~
e v n 0 0 O 0 0 O
z p k 000 0 0 0



UNITARE MATRIZEN

DEFINITION
Eine Matrix Q € RN*N heif3t unitar, falls gilt

QQ=1
Die Spalten von Q bilden also eine Orthonormalbasis des RV,

Eigenschaften:
o ||Qx||3 = ||x||3 fur alle x
o [Qlz=lQ" l.=]Q7"2=1
e condy(Q) =1
@ P und Q unitar, dann auch PQ



HOUSEHOLDER-TRANSFORMATION

DEFINITION
Sei v # 0, dann heif3t die Matrix

2
P=1- ——5w*
[IvII3

Householder-Transformation zu v.

Eigenschaften:

e P=pP"
e P2=1
@ Pv=—v

e Pw=wfirallew L v



TRANSFORMATION X —> €

LEMMA

Gegeben sei x # 0 und x ¢ span(e;). Fuir

X1
vi=x+oe, o0:=—|x|-
il
(falls x; = 0, setze o := ||x||2) gilt
2
Vix = —oe;.

[~ v
vz



QR-ZERLEGUNG

SaTzZ

Sei A € RM*N mit Rang(A) = N, dann existiert ein unitires Q und
eine rehcte obere Dreiecksmatrix R, so dass

A= QR

Eine rechte obere Dreiecksmatrix hat die Gestalt

el

I
o o o o
oo o o™

o o N 32



METHODE DER ORTHOGONALISIERUNG

Sei A € RM*N mit Rang(A) = N mit A = QR, wobei R = < § )

Dann gilt fir beliebiges b € RM mit

* L. ¢

dass die Losung des Ausgleichsproblems ||b — A x||; — min durch
Rx = c

eindeutig bestimmt ist. Fiir das Residuum r = b — A x gilt
Irll2 = l[d]l2-

Wir kdnnen also das Ausgleichsproblems mit Hilfe der
QR-Zerlegung von A ohne Verschlechterung der Kondition l6sen.
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