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Aufgabe 1. (Gau$-Elimination)

Gegeben sei das lineare Gleichungssystem Ax = b mit
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und k€ R.
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Fiir welche k ist das Gaufsche Eliminationsverfahren (GEV) mit diagonaler Pivotwahl
durchfiihrbar? Fiir welche k ist das Gleichungssystem eindeutig 16sbar, l6sbar oder nicht
16sbar? Berechnen Sie fiir alle £ € R die Losungen mithilfe des GEV, falls welche exi-

stieren.
(6 Punkte)

Aufgabe 2. (Aquivalenz von Normen)

a. Skizzieren Sie die Einheitskugeln im R? fiir die Normen || - [|oo, || - [|2 und || - ||1.

b. Zeigen Sie die Abschétzungen
lzllz < flelly < Vollzllz,  l2llee < llzfl < nllflo
fiir alle z € R™.

c. Zeigen Sie anhand geeigneter Beispiele, dass die Abschétzungen unter b. scharf
sind, dass also die “<”—Relationen nicht durch “<” ersetzt werden konnen.
(1+2+1 =4 Punkte)

Aufgabe 3. (Cholesky—Zerlegung)

Ein Skalarprodukt auf R™ ist eine Abbildung (-,-) : R” x R" — R, so dass fiir alle
z,y,z € R” und a € R gilt

a. Bilinearitat:

o (+y,2) = (x,2) +(y,2)

o (zy+2)=(x,y) +(z,2)

o (z,ay) = afr,y) = (az,y)
b. Symmetrie: (x,y) = (y, z)

c. Positive Definitheit: (z,2) > 0und (z,2) =0 & =0



FEine Matrix A € R™ "™ heifit positiv definit, falls
(x,Az) >0 firallezeR", x#0

gilt, wobei (-,-) hier das Standardskalarprodukt (z,y) := Y | x;y; = 2Ty bezeichnet.
Fiir eine symmetrische, positiv definite (oft abgekiirzt: SPD) Matrix kann man stets die
CholeskyZerlegung bestimmen. Berechnen Sie die CholeskyZerlegung LL” der Matrix

4 2 -2 -4

2 2 -1 4
A= -2 -1 17 18
-4 4 18 57

und lésen Sie damit das lineare Gleichungssystem Az = b mit b = (14,20, —7,66)7.

(6 Punkte)

Aufgabe 4. (Operator-Normen)

Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

a. Fiir Matrizen A € R>™ und B € R™*" gilt die Eigenschaft [|AB|,, <
|| Allop|| Bllop-

b. Die Identitéit I : R" — R" erfiillt ||I]|op = 1.

-1
c. Ist A € R™™ invertierbar, so gilt:  ||[A7!||,p = (Ii?f |]Aa:||> .
z||=1
(4 Punkte)



